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ПРЕДИСЛОВИЕ. 


Печатая курсъ геометрическихь приложенй лиффе- 
ренщальнаго исчисленя, я задавался прежде всего кВяью 
дать своимъ елушателямъ пособе къ лекшямъ. РазумЗется, 
для печати матералъ, дававшйся при устномъ изложении, 
нФоколько пополненъ, но въ общемъ онъ воспроизводить 
тз лекщи, которыя мною читаются начиная съ 1903 года 
въ Харьковскомъ Университеть и н%еколько разъ изда- 
вались въ литографированномъ внд%. 

По содержаню, настояш куроъ воепроизводитъ съ 
н%которыми дополненями обычный матералъ. Я стре- 
мился въ теор поверхностей дать тотъ матералъ, который 
можетъ быть безъ труда полученъ, если уравнене поверх- 
ность брать въ вид, ршенномъ относительно координаты 2, 
и избфгалъ введеня параметрической формы. Благодаря 
этому я не ввелъ, конечно, ряда вопросовъ. Но благодаря 
этому мое изложен доходитъ какъ разъ до того пункта, съ 
котораго начинаетъ свой „Курсъ приложений дифференц- 
альнаго и интегральнаго исчисленшя“ проф. Б.Я. БукрЪевъ, 
кь которому интересующся и можетъ перейти поелЪ 
изученя моихъ лекций. 

Я стремился едзлать изъ курса геометрическихъ при- 
ложенйй болфе цфльный куреъ—куреъ дифференщальной 
геометрии и освЪжить матералъ, сообщаемый въ качеств® 
примфровъ и приложен. МнЪ легче однако было это 
сд®лать въ отдЪлЪ, посващенномъ плоскимъ кривымъ, 
гдЖ я имваъ подъ руками такое прекрасное пособе, какъ 


Н 


@. Тюота. БрешеШе ащееьгавове ип@ 1гапвсепаеще ефепб 
Кигуеп. 1. 1902. Вмфот® съ обоими томами курса С. ЗереЁ. 
{ета Апуепаиие Чег ОШегевиа-ио@ Пуестагесйиийа але 
Сбеотейе и статьями Маозо!Ра, борейегя’а и Т4Мефа?я 
въ Ш том и Решоенеш?а во П том Епеукорёде дег 
таабнетаеснец \Иззепзепайеп книга’ Топа была моимъ 
главнымъ пособемъ. КромЪ того, я пользовался курсами 
Е. Сезало. ЕМетзецй 41 смеою тблйезние и Гежоты @ бе- 
отебла шиизеса, столь богатыми иптереспыми геометри- 
ческими прим$рами 1), а также соотв тотвенвыми главами 
курсовъ анализа 0. НашфегРа и Е. Сойгзай. 

Чертежи къ курсу были вычерчены бывшимъ моимъ 
слушателемъ В. Х. Даватцемъ, который составляль также 
первую часть этихъ лекщи для перваго литографирован- 
наго издаия 1903 г. Онъ же держалъ, иачиная съ 4-го 
листа корректуру во вторую руку, указалъ мн иа иЪкото- 
рые вкравшеся недосмотры и помогъ мн® составить спи- 
сокъ опечатокъ. За всю эту помощь я приношу ему 
здЪсь мою живфйшую благодариость, 


5/х.—08. >. 
Проф. Д. Оинцовь, 


')`Оба вурба уже перовейёны измени языкъ; было бы желательно, 
зтобы хотя первый поярился`в?. русдкемъ: переводь, 
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Введенге. 


Аналитическая геометия ныфеть сзоимь предиетомь изучене 
<войстьь ли и поверхностей по ихь уравненшо въ той или друтой 
систем координаль. Начиная съ простьйшихь формъ, изучаемк прежде 
всего геометричесыя образованя, опредфляеныя въ наиболфе употреби- 
тельныхь декартовыхъ координатахь уравненями 1-Й и 2-й степени, и 
получаемъ при двухъ перембнныхъ (въ геометри на плоскости) прямую 
линю и коничесмя сфчешя (вругъ, эллипсъ, параболу. гиперболу), при 
трехъ измфрешяхь плоскость и поверхности 2-го порядка (шаръ, эалин- 
<оидъ, типерболоиды и параболоиды, цилиндры и конусы 2-го порядка). 

Если будомъ брать бодфе сложныя уравнения, то получимъ болфе 
«ложныя фигуры и ббльшее ихъ разнообразе. Такъ уже общее уравие- 
ве 3 стецени въ декартовыхъ коордняатахъ 


{424 Зву + 32? 4 Бу (Ей | 2Еау + в) + 
-+6(В= 4+ КуУ-о 


&ривой третьяго порядка содержить 9 произвольныхь параметровъ (отно- 
шеня 9 изъ коэффищевтовъ 5Ъ 10-му) и поэтому лослё преобразовашя 
координать, дающаго возможность дать опредфденныя значеня тремъ 
изъ нихъ, сохраняеть еще 6 козффищентовъ. которымъ можно пряда- 
зать всевозножныя зваченя. И дёйствительно, изслёдуя возможные типы 
приведениаго уравнен!я кривой (1), еше Мезжюв въ своей` Епишега о 
Ноеагаш 3-Й оглы различаеть 72 вида, въ воторымъ вало присоеди- 
нить еще 24 вида, имъ пропущевныхъ. |. Е\Шег въ своемъ Питодасно 
2 зваНзш шЯоНогат, принимая во внимак!е только характеръ безко- 
вечно удаленныхь втвей кривой, различаеть 12 родовъ, яо замфчаеть 
при этомъ, что бёяьшая часть этихъ родовъ такъ обширны, чго содер- 
жать кривых, весьма различныя вЪ ихл, конечно-удаленныкъ частахъ. 
Болфе детальная классификащя 7. Рёскега (Зучеш Чег апауйзеЬел 
беошее 1835) разаичаеть 216 вядовз. 
„Зажнеки Имиитат, Хьрьаово. уикзер." 
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Еще ббдыпе можно установить различныхь видовъ крявыхъ, опре 
дваяемыхь уравнение 4-й степени, содержащикъ 14 производьныхъ. 
коэффищентовт. 

Потому является веобходинымъ, отказавшись оть детальнаго изу-. 
ченя кривыхь, опредфяяемыхь уравнощями все болфе и болфе высовнхъ. 
степеней, лерейти вЪ изучению свойствь кривыхъь лиШЙ задавныхъ. 
уравнешемь -ой стедени вообще (в — ц. ч.). Но и этямъ не -исчерпы- 
зается далеко разнообрае возможныхь лизиЙ. Еще древнимъ были: 
извфотны тая кривыя, какъ синраль Архимеда, циклоида, квадратрикса. 
Диянострата. Эти вривыя не могуть быть выражены уравнешемт» алге- 
браичесвимъ въ декартовыхъ воординатахь. Имъ придаютъ назване. 
трансцендентныхь, он® отхичаются чрезвычайнымт, разнообраземтъ фориъ. 
и тиновъ и совершенно не допускають тахой классификащи, какъ кри- 
выя, ваданныя алтебраическимь ураввешемъ (кривыя алебраичесяйя).. 
ибо единственный объединяющий всё ихть признавъ чисто отрица- 
тельный: ихъ уравнене не амебранческое. 

Явялется поэтому иеобходимымъ дать общую теорно кривыхъ пло 
скихъ, т. в. систематизировать 18 вопросы, которые одинаковымь обра- 
зомъ могуть быть разрёшаены независимо оть частнаго вида уравненёя, 
опреяфляющаго кривую. Таковыми явились тё вопросы, решать которые: 
дало возможность изобрётен!е анализа безконечно-малыхъ. 

Сказание выше съ тёмъ-же правомъ относится я къ кривымъ, 
с укладывающимся на плоскости, и кт поверхностямт. Совокупность. 
наибояфе важныхь въ примфнешяхь и наиболве простыхь вопросовъ. 
этого рода и составляеть содержаще курса «Геометрическихь приложе- 
в дифференщальнаго исчисленин», назване вотораго аналогично „при- 
дожен эцгебры къ геометрия“, какь до начала 19-го стохЬиа лазывали. 
аналитическую звомепцию. И эдёсь, опираясь на объедияяющ и опре 
дАляющий содержане курса методъ, слдовало-бы говорить о дифферен- 
зиальной леометри, вакъ и называеть, напримфръ, свой классическй 
вурсъ по теор зюверхностей Г. Виной 1). 

Содержание курса распредёзяется на три части: 1) творя паосквхъ. 
хривыхъ; 2) теомя кривыхь въ пространствь и тВено связанныхь съ. 


вими тавъ иззываемыхь развертывающихся поверхностей; 3) творя. 
поверхностей. 


У) Тецолр & пеошевть Яетоомае 1-0 пад. 1893 г, 1-е 1909 ту—веть нёмец- 
к перовозь съ 1 из, 


—3— 
1. Теоря плоснихъ нривыхъ. 


$ 1. Поняте о крикой. Поняце о кравой или считають совер- 
пекно понятнымь и не нуждающихся въ особомъ опредфлеви (Двдро и 
д`Аламберъ) иди объясняють самое большее, что 210 „длина безъь ши- 
рины“ или „граница поверхности“ (Евклидъ) или „путь точки“ {Проклъ). 
Пезсамез въ начал 2-й книги своей «Геометри» (1637 г.) задается 
вопросомъ, хакёя лиш можно принять въ ометрёю, и приходить въ 
заключено, что ото т, которыя мы теперь называемь элгобраяческиия. 
Противъ такого слишномъ узкаго понятш возсталь въ особенности 
„Лейбнииь увазывая, что и транспендентныя яныя, какъ циклоида ия 
друйя, должно считать совершенно равноправными съ алгебранческими. 
Но методь воординать Декарта привелъ къ изображению лин уравне- 
вями, и это имёло рышающее вщяне на дальн®йшее развите понайя 
6 кривой див, поставивъ поняме о „лищя“ въ тфонфИшую связь съ 
повятент © „функщи“. . 

Въ аналитической теометри, въ метод координать, положено 
казждлей"точеи плоскости опредфляется и при тожъ единственным обра- 
зомъ двумя координатами, т.в. въ концф концовъ двумя опредфленными 
числами, чтб для плоской кривой доставляеть въ качеств» ариометиче- 
скато образа безконечиую систему паръ вещественныхЪ чиселъ (х, у), 
такъ что каждону взятому х подчиняется одно нли несколько значенй у, 
БакЪ „фунещи“ 2. Самый тервннъ „функия“ встрфчается впервые у 
Лейбница, кавт, обозначен! для такихъ отрёзковъ (дливт,), какъ абсцисса, 
ордината. касательная, нормаль, радёусъ кривизны (и „безчисленныя 
друмя"). которыя стовть въ онредфленныхь отвошешяхь къ отдёльнымъ 
(принимаемымъ за перемфиныя) точкамъ кривой. 

Задача о колебаншт струнъ привела въ особенности Ещег‘а (кото- 
рый первоначально подъ функШей повималь аналитическое выражене) 
къ произвольнымь фунишямь, заданнымъ графически произвозьно на- 
черченной и отнесенной къ девартовой системв кривою. Но такая 
данная графически зависимость тольБо тогда можеть служить пол- 
ныхъ опредбяешемъ фуньши у = /(2), если дань гоометричесый или 
механичесый законь ея образовавя, который можеть привести въ опре- 
дфаеннымхь способамт вычислен, хотя бы и различнымъ для различ- 
ныхъ интервазовъ значев независимаго перемфннаго; начерченная по 
произволу кривая не опредфляеть въ сущноети функши, ибо по ней для 
каждаго х соотвфтетвуюция ординаты могуть быть вычисзевы зишь при- 
ближенно, и мы получаемъ собственно то, что Р. Юеш называеть полосою 
(ЕаслеотеНел). Здфеь яваяется на сщеву задача интерполированя. 


—4— 


Самое общее ноняме о функщи однозначной (ПуеШев) говорить, 
что у. есть (однозначная) фунющя х въ интерваль (а, 5), если всякому 
значеню а < =< соотвфтотвуеть онредфленное аначеше у,— незави- 
снио оть того, какъ осуществхяется подчинене значешй у отдфльнымт 
зизчешямъ х. Въ силу сказанваго выше, это опредфлене ограничивается 
требовашемь, этобы у для каждаго х изъ интервала (а;5) было опредф- 
зево ариометически. 

Изь всей совокунности такихъ функи для насъ прежде всеге 
важно выдёлить непрерывныя функпди: {(х)--называется непрерывною 
для х-=а функщей непрерывно измфняющагося перенфниаго х, если 
(©) совершенно опредфаенна и если для произвольно малаго г > 0 
всегда существуеть 9 > 0, тавъ что |) —Н«)| < в, если |т—а| < 9. 

Долгое ‘время считади, что непрерывная функщя есть и дифференци- 


руемая, но прим%ръ Вейерштрасса, | у== У,а” 0$ (6"л2) пря 9 <а< 1, ь— 


ы 3 
нечетиое и пёлое— не нибетъ производной при аб > 1-- |, за вото- 


рымъ послФдовали и друше, повазаль, что фувхщи дифференцируемыя 
составляють болфь тВсный класст, чВмъ непрерывныя. Но в это огра- 
ниченя еще не достаточно, чтобы получить ту геометрическую картину, 
которую ранфе по зналойи съ алтобраичесянии и вЪкоторыми элемен- 
тарными трансцендентными фувкшями соединяли СЪ представленемъ о 
вопрерывной функши вообще, именно, чтобы существовала соотвёт- 
ственная „обыкновенная“ кривая [= непрерывная лия, которая въ 
важдомъ разсматриваемомъ ‘интервалв состояла бы изъ конечнато числа, 
выпувлыхь дугь,—пПересвкаемыхь каждою прямою не болёе, чёиъ въ 
лрухъ точкахъ, безъ угловъ и заостревй, хотя можеть быть и изъ 
отдфльныхь прямолинейныхь частей]. НФобходиюымъ для этогб условемъ 
служнть то, чтобы функщя /(2) была частично--мопотонна (ие им ла 
чи въ одном конечномь интервал безконечно-большого числа шахилии- 
шиитит-ояъ). Устаповлено, что существують непрерывныл монотонныя 
функц, которыя, ни въ какомъ хотя-бы и сколь угодно маломт, интер- 
валЪ, не будуть сплошь дифференцируемыми. Существують кепрерывныя 
дифференцируемыя фувкши, которыя ни въ кавомт, хотя-бы сколь угодно 
малонъ интервал не мовотонны. Вс три условя должны быть соблюдены 
{и при томЪъ для каждело направлешя, прининаемаго за ось д-овъ), чтобы 
уравнен!е у—/(2) оиредфляло обыкновенную кривую. 

$2. Зиды уравнен1я кривой. Въ декартовыхь координатахъ 
(почти исключительно принимаются координаты прямоуюльныя) кривая 
лия такнмъ образомъ опродфлится уравненемъ 


у= (2) (0 


или 


#=$(0), 0) 


если за независимое перемённое взять не абсциесу, а ординату. Боле 
силиметричный видъ привимаеть въ отаошеши координать уравнене, 
если взять его въ нерфшенномъ видё 


Р(з, )=0. {2) 


Такого вида извфствыя наиъ уравненя круга, эллипса, гиперболы, 
и всякая вообще алгебраическая кривая можеть быть задана уравнешехь 
подобнаго вида (неленан форма). 

Но столь же симметричный видъ имфеть третья форма уравненя 
кривой,-—котда 06$ координаты даны въ функши вепомогательнаге не- 
зависимаго переифинато, которое обозначимъ черезъ (. (Въ механик 
за такое вспомогательное перемённое чаще всего беругь время). 


#=9(0, 9=+0(0. (3) 


Между тремя видами уравнен! вривой возможенъ персходъ: рф- 
шивъ (2} относительно у, придеуъ къ (1), точно также, найди изъ 
#==ф(р обратно {— ф71 (2) и подставивкъ получимь у-=ф[ф-! (2 ] — 
уравнене вида (1). Напротивт, это послёдиее есть частный случай (3): 
нужно взять ==, тогда у= И. 

Можно также сказать, что (1) ость частный случай (2), потому 
что (1) можно написать 


э—/0=0. 


Слфдуеть замфтить только, что ие всегда (1) и (2) вполив тожест- 
веннны. Еели (2) алгебраическое уравнене относительно у, напр., сте- 
пени #, то решивъ вго относительно у получинъ не одно реше, & 
и рЬшенй, пусть В, В... 55 н кривыя 


у—=й@), у=Ь(@).. у=Ь (8, 


только въ своей совокупности образують кривую (2), составляя отдфль- 
выя ся вфтви. 
Налр., для круга 
э--ут=е 


учу 
у 


находимъ 


и одинъ корень 


— 6 — 
давть верхнюю полуокружность, & другой 


уу м 
ЕИЖНЮЮ. 
Асииптоты гиперболы олредфляются уравнененъ 


Одна соотвфтетвуеть одкому корию: 


ь 
== 
другая другому 


уф. 


Одна н таже кривая можеть быть раахичнымъ образомъ опредё- 
лена ураваешемъ въ параметрической форм®. Стоить, дфйствительно, 
положить въ (3}#=8(5) и получимъ-— 


2—9) )=$6), 
=) = #6); 


новымъ вспомотательнымъ перемфинымь стадо #. Напр., залипеъ, какъ 


известно, можеть быть ‘опредёленъ въ параметрической формф урав- 
ненями 
х=:а. 008 


==6. т} 
й : 1 
Но с0зф и зп ращонально выражвются черезъ 1:5. Полагая 
: 2 
Ш =: найдемъ 


[ 2: 


ити, гра 


Въ полярной систем координать можемь подобжыиъ образомъ 
опредёлять кривую или уравкевемъ типа (1): 


9—2) вши =), 
или же уравневемъ, нервшеннымьъ относительно координатъ: 


ТР, )=0, 


1 -— 


или кавонець въ параметрической фори® 
#—$(0, 0=9()- 
Уравнене перваго тина мы вашаи дая коническихь сбченй, от- 
несенныхь къ фокусу и оеи: 


+. Р 


120056 


Уравнен!е круга, не проходящато черезъ полюсъ, предотавзяеть 
принфръ уравненя 2-го типа: 


а 8 Ш— Эт, 608 8—6) 


тд8 (7), ®) означають полярныя координаты центра, и а есть радусъ. 

Въ дельнёйшемь мы даемъ рядъ примфровъ кривыхъ, при чемъ 
огравичизаемся указаженъ закона образовавя кривой (который служить 
я ея опредзленейъ} и намВчаемъ вкратцё выводь на. основвий отого 
ея уравненя. Цфль этихь З-овъ сообщить натерахжь, изъ котораго 
можно бышо бы въ дальнфйшемъ черпать примёры кривыхъ, обладающихь 
твми или другими свойствами, тою или другою особенностью. 


$3. Прниыфры уравненй кривой. Покажемъ, какъ по данному 
кннематическому или геометрическому закону составить уравнеше кривой. 


1) Цинлоида— геомет- 
`рическое ифето точки окруж- 
ности круга, катящахося безъ, 
скольженя но ирямой. При- 
мемъ эту прямую 38 ось 2-Вт,, 
перпендивулярь—вЪ точкё 
этой оси, гдё описывающая 
кривую точка М находится 
въ начал движен!я,—28 ось 
у-овъ. Пусть кругь прока- 
тилея въ положительномъ 
направлеши ОХ на ОМ. 
Еми Д МО’М-и в р- 
щусъ круга— а, то ОМ--аи, еьсо 
С'№-= ИС' =а 


#=0Р=0М— РК =ОК— ЕС", Черт. 1. 
у= МР= МВ ВР МЕ О'М. 


Но язь АМЕС': 


2 р 


= аи —- вы ви=а(в— ши). п 


Во’ ве (+ 2). азши; МЕ: ан = всови, 
итакъ— 
уе — в 603 н = а (1 — с08н). 


Можно исключить в: 


9’. унии 
=И 19 я. 
608 и с“. Зи ( =) Зи ву— 
и слёковательно, 
2—а. мс с0з —У2у-— 8. 


12) Если предподожнит, что опнсывающая точка М лежить не 
на окружности катящагося круга, во на разстоля @ отъ его центра, 
то— при тфхъ-же начальныхь предподоженяхь получатся уравнева: 

ВС'—=4. зти 
МВ-—4. с0зи 


и тавамъ образомъ 
х=ан—@. Зе 


у—а--4. 008% 


Если @<а кривая ваз. миклоидою укороченною, при @>а-удлин- 
ненною никлоидою. 

2) Эпицинломля (й тиноциклоядз) описывается точкою круга, катн- 
щагося”безъ скольженя по другому кругу. Координаты цевтра подвиж- 
наго вруге — (радуса ©} ` : 

у &= (ВН аусозе 
1=(В-- очаг 


при томъ положези круговъ, когда, 
лин!я центровъ дёлееть уголь Е съ 
осью ОХ. Координаты точки М 
эвицикдонды,— 


= аа 
у—=5— ава, 


я 
к 
о 
Е 
—9 

а 
= 
ьГЯ 


3 я— 6, 


такъ что . В 
= 5— в05 (и 


у=у—азт(и-- 9. 
Услов!е отсуготын свольженя даетъ 
В.1=а.н, 


ин полагая В-н.а, 


=п.2, 
такъ что окончательно 
&= (в-- 1} 4603 —в605(# НП, 
у==(в-- азиат (в -- 1} 8 
Типоциклоида позучится при внутрениемъ катани: 


х— (К -а) сов {-азт 8 
У=(В — а) зп: — 00058 


в=и и = 


я 

5+: 
5=(В — а) с08#- 9603 (и— 2) 
у—=(В— а) п вп (# — 9, 
или вводя и=п.ё В=на 


= (1-1) 8003-49608 (#— 1+ 
у=({и— Пазш {-авзт(в— 1 


3) Астреида. Возьхемъ окружность радусв а в соедининъ точку ея 
съ центромь. Проэктируемь (ортогонально) 41 на ОХ въ точку М, 
точку М на ОМ въ точку Р и точку Р снов» 
на ОХ въ точку ©. Тоже самое продфяаемъ съ 
осью у-овъ. Проэвтируень М на ОТ въ №, №’. 
ва ОМ въ Р’. Р'’ на ОУ въ 0'. Искомая ври- 
вая--геометрическое мфсто точки пресфчешя Р@ 
и Р’6', когда М ‘описываеть окружность: 
Х = 00 = ОР. с081= (ОМ. 0030). в08ё = 
=(ОМ. 5088). 03 — а 6053. 
У-= 06’ ОР'. зп = ОМ’ зи = 
= ОМ 3 —@ 3184. 


ди - 


Исключая # получаемъ уравнене кривой подъ вядомъ 
2 
2 +у . 
Это уравневе можеть быть приведено къ ращональному виду воз- 
вышешемъ въ кубъ — 


за в 
аа" 9" (: чи) и 


3 


з 
=а’. 


или 


2 
ара у = 
и лаар 


Стало быть 


В й 
4) Логариемика: у—6е° (при Ъ н в соизмбримыхь ныфеть только 
одну точку, обЪ координаты которой сонзыёрины: (7=0, 9=5). 


5) Лиыи сводовъ: у= 


1 


6) ЦЕпиая лини: у=а* 


Уравненя ифвоторыхь кривыхть удобифе получать въ полярныхь 
воординатахъ. ° 
7} Спираж Архимеда. Геометрическое мфото точки, равномфрно 
движущейся по прямой, которая вращается также равномфрно около 
веподвижной точки. Если а пространство, проходимое 
точкою во прямой въ -едввину времени, «-- уголь, на 
воторый въ это время поворачивается прямая, то 
=0.1; 8=0# 


отеюда: 


“ 
ив"). 
Черт. 5. | 


6) Циссонда Дюклеса. Изь точки 4, лежащей 
за круть даметра а, проводять сФкушую до пере- 
сёчещн въ М съ касательной къ вругу въ точк В, 
дМаметрально противоположной Л, и откладывають 
АБ = СМ {С-звотрёча АМ съ кругояъ). 


__ 2691025 


2 = 
75” Ш @ и) х=2у, 


п 


6) Стрефоида. Изъ точки А, взятой на сторев 
прнымого угла, проводнмъ сфкушую, ветрёчающую 
другую сторону этого угла въ точкВ С. Изъ С, какь 
центра, описываемь окружность радусомъ, равнымъ \ 
фазстовншю С оть верщивы прямого угла. Точки 
зотрёчи окружности съ АС и вя нродолжещемъ 
привадлежать кривой: 

"—взесе а. Паное 
РУ) (8—8) ао. 


7 Преобразован!е координать: у= и’, 
#=а-— = приводить уравнене къ 
виду: ру) аа — уз) 

7) Нонхоида Ниномеда. Изъ точки 0 проводимъ 
сЛвущЯя до встрёчи съ прамою и оть точекь вотрёчи 
откдадываенъ но 06 стороны данную длину 5. Если а 
разстояне точки О отъ данвой прямой, то 


или 


паи 
а? Ру) ва = ва. 


Смотря потому, будеть ли а>ф, а= или а<ь полу- 
чаемтъ три вида конхоилы. 


Черт. 8. 

8) Улитка Паскаяз. Законъ образовашя 
аналогичен; прямая ззмфнлется кругомъ да- 
истразра и точка О лежить на круг. Стало быть, 
образуется улитка Паскаля такы 

Черезъ точку вруга © проводнмъ ску- 


щ:ОМ, ОМ',...и оть точки М встрёчи съ 
кругомъ откладываемь въ ту и другую стореву 
длину, равную 5. Черт. 9. 


т— 246050556; (2? ру — За (р у’). 
Кривая также нифеть три вида 
деь а, (#8 чертежь 5<2%). 
рты 9) Овалы Кассини. Геометри- 
ческое м%сто точекъ, произведе- 
ве разстоян Я которыхъ отъ двухь 
данныхъ равио данной величи- 
нЪ а. 
оу я) дей, 


— 19 — 
Если положить у==0, то’ для х получимъ биквадратвов уравнене 


[Е + 2)? — 402 = 
ии 
(ео. 
Такимь образом 
- в==уйа 


1) Если > а? во четыре корня вещественны, кривая состоить 
поъ двухъ отдфльныхь частей. 

2) Есди © — а?, два корня обращаются въ нуль, —Овалы смыкаются 
въ начал координать, кривая называется демнискатою. 

3) Если © < 2, то вещественныхь точекь на оси 2-овъ инфемъ 
чолько двЪ. (Кризая инфеть форму бисквита при а<вУ? и овала при 
а= УЗ. 

у 


10) Четырехлепестный вънчинъ. Прямах посто- 
анной длины (—26) движется опираясь концами 
на дв взаимно перпендикудярвыя прямыя, изъ 
точкн пересфчешя которыхъ опускаемъь на нев 
перлендикударъ. Кривая есть геометрическое м®сто 
его подошвы. Если АВ=2а, г=а9 128 или 
(ру — даазу ==0. 


Черт. 11. 
$3. КБасательная и нормаль. Касательною въ точкВ кривой 
называюыъ предёльное похожене, которее -занимаеть сфвущая; соединя- 
ющая диф точки кривой, если эти. дв. точки сближаются и въ предфяв 
совпадають. Пусть М и М’ двЁ точки кривой у— (2) съ коордянатами 
соотифтственио (2, у) и (2, у,). Тогда, называя. Х, У 
тевуп/я координаты точки сфкущей ММ’, наяншень ея 
`равнеше 
У и -# хЬ— 


Если М! стремится къ совпадению съ М, то коэффи- 


Чевть 
ы ИУ _ Ра) — Ра) 
я—= = 


Перт. 12. 
имфеть своимъ предёломь производную 87а) {есди, какъ предположили, 


она существуеть) и такижъ образомъ уравнене касательной МТ (въ 
зоторую обращается сфкушщая) рнаеть видь: 


= хо. (4) 


— 18 — 
Коли кривая дана уравкешемь вида (2) $ 2, то по известному пра- 

Г} №: „ 
внау #=-— уз и (4) приводится по умноженм на Е, и перенос 


зленовъ въ виду: 
В (Х— =) РЕ (Уфо. (5) 


Если извонець уравнов{е кривой дано въ параметрической формЪ, то 


Чу _ у. 4 У * 


о и’ 


есля для кратяости означимъ 


9, м. 
в Ш: 
уравнене {4) приметь видъ: 
` Х. У—у 


= © 


нли по раздфяени на ЧЁ и замбнф зах, уу, 


х _ У—у 
4 °^ 


Периендикулярт къ касательной въ точв$ ЛЕ (которая наз. точкою 
прикосновеня) называется нормалью кривой въ точкё М. Уравнеше 
нормали валишются, какъ уравнеме прямой, проходящей черезъ точку 
М(х, у) и перпендикулярной въ касательной: 


для (1): У Е | 
4х 
или 
Хэ -у=о. в) 
дли (2) $2 
(8) 
для (3) 52 
&(х—я уф =0. ©) 


Касательная и нормаль опредфяяють на осяхъ координать отрёэки, 
вычисленемъ которыхъ и зайиемся. Пусть касательная встрёчаеть ось Х 
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въ точ Г. Тогда МТ нав. длиною каедтельной нли просто хасительной. 
Обозначимъь вв Т. Прожкщя МТ на 00 2-овЪ т.е. отрфаокъ РТ, 
ваз, подкавательной (8, — субтангента). . 

Если нормаль вотрёчаеть ось 2-овЪ въ 109% 
М, то ММ наз. длиною нормали (или просто’ вор- 
ламю, №), & ея проэкшя МР на 06ь х-0вЪ наз. 
поднормалью (5», субнормаль). 


, 


Обоначимъ еще уголь касатедьной съ осью г х 
@у = 2 
х-овт, такъ что ‘ава —=-- и МИР=е—-. 
ии 2 Черт. 13. 


Тогда изъ ДМРМ иибемь: 
УР-=МР с (< _ Е] — МРыа. 
МИ= МР: (= 2)=-мР. Зв, 
8, = 3у; М=ЖУ 
Изь А МРТ: - 
РТ МР. * (5), МТ ИР: [в -2) 


у 4% у а а 
ЧТ И:+(е) УИ 1+ (в) 
Я Я 


Отрфзки касательной яз осяжъ- водучимъ, позатья въ (4). У=0 
и потомъ Х=0: 


т 09= У =. 


Отрёзкн нормали на осяхь найдемъ подобнымъ образом»; 
. ау (2 
ох= С, ОБеуайй. 
фи ар’ ОГУ» Е 


Наконоць длина перпендикуляра. опущениаго изъ начала коорди- 
жаль на касатольную 


= 4; уе абу 
у Зе, 
Ин | 


— в — 


Примёры: 1) Парабола у’ = Эрл.’ а, т.е. в 


==р==500$4 ‚`. для параболы поднормаль постоянная. Обратно парабола, 
есть единственная кривая, обладающая этимъ свойствомъ. 
2) Логариемика: 


у лоюриомики подкасательная постоянная, и обратно логариемяка един- 
ственная кривая, обладающая этимъ свойствомъ. 
3) Еруть съ центромь въ началв координать: 


Е 
г м „и+(#) зИ+8 а, 


нормаль воть величина постоянная. 
Подобкымъ образомь найдемъ, что для этого круга постояною 
будеть и длина перпендикуляра изъ начала коордниать на касательную. 


4) Цвиная дания у—а : проэкщя ординаты нз нор- 


2 
маль есть величина постоянная я равная а нзимевьшей ординат. 

5; Общая задача о подаражь (родыге, ЕиззрипЕюигуе). Подэрою 
называють геометрическое ифето основал перпендикуляровъ, опушек- 
выхь изъ нфкоторой опредфленной точки на касательныя въ данной 
кривой. Нели данная точка есть (а, 6), то перпендивуляръ изъ нея на 
касатезьную-— 

Уи -— 
иметь ураваенемъ й 
ау 
Г. 

Изъ этихь двухъ уравнений нало исключить координзты точки при- 
косновеня съ помощью уравнешя кривой, 

а) Подэра круга относитедьно центра его есть тотъ же самый кругь. 

5} Подера параболы относительно вершины есть циесоида. 

©) Подзра параболы относительно точки (0, $), лежащей на каса- 
тельной въ зершинф, есть офурида, кривая, которой простьйшее урав- 
нен\ есть 


У-в=— 


(Х— а). 


ит) =у(@=—9). 


—= 16 = 


Кь отому виду въ данномь принфрф приводится помощью преоб- 
разовашя у==-—у--5, ==’ и при параметр параболы равномъ 2. 

4} Подэрз параболы относитеньно точки встрфчи ея диреятряссы 
©ъ осью есть строфонда. 

в) Подзра круга вообще есть улитка Паскахя. 

6. Кривая, для которой касательная 7 имёетъ постоянную длину а, 


Удовлетворяеть уравненю ии (&) =. Ея уравнеше въ декар- 
товыхъ координатахъ: “ 


ж=а № у (Теа). 


7. Касознельная въ циклондь. Угловой коэффищенть касательной: 
4 48а равейъ для циклой, Ч [а (6081 пи сов 
Гы Па эпы)]  с05и 2. 

я + 84 и 

Слфд., “=5—3, если и < я, иа—= > —5. если и > я. Отсюда полу> 
чаемъ построене касательной къ, циклоид». Пусть М'—- точка ея (см. 
черт. 1}; тогда соединяя М’ съ концани Ки М" вертивальнаго даметра 
вруга, ныбемь Д МКМ = ао ея ня в. 
С&Ъдовательно, угожъ КМ’ съ положительлымь направдешенъ оси 


5-овъ ранень т „т, в. КМ! всть касательная къ циклоидё въ 
т0чЕё М’, & М’М' — нормаль. 
$ 6. Басательная и нормаль въ нолярныхь координатахъ. 
Положеще касательной опреяфаится въ полярной системё координатъ, 
если иввфотень ь толь, который эта прямая двлаеть съ радусомь векто- 
фомъ точки `ирикосновеня. Чтобы похучить выра- 
жене этого угла, раземотримъ сфкущую, которая 
проходить черозъ точка М = (у, 8) и М" == (и 
—- 4*, 8-- 48). Опуская изъ М на ОМ’ перпев- 
дикулярь №№, изъ прямоугольнаго треугольника 
Перт. 14. МИМ’ амЪемъ: Ш ним ИМ. 
Но ММ=тз06 и М’ гиг. 008 А Аи -х (10088). 
Такямъ образомъ 
. г. п. 4% 
р а. 
М М оз 
Чтобы перейти въ предёлу №==0, раздфлимь числителя и зна- 
хенателя на №. Тогда, обозначая мым. СКМ’М=р я замбчая, 
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чтё при 46 стромящемся къ нулю 


ИВ сл. "9 п прод, 
8 А ре що 


пред. 


ИР 4 
2 Ш 75 пред 88 
пред. : А пред. зщ №==0, 
РИ 4=0\, Е 
ныЪенъ 
74 
в2—= & или =. 
Е? 


Аналогичные подученнымь выше отрёзкамъ получаются въ этой 
<истенВ координать такимъ образожъ: черезъ полюеъ О проводимъ пря- 
мую, перпендикулярную къ полярному размусу-вектору ОМ. Пусть она 
пересфкаеть соотвфтственную касательную въ точкв 7’, в нормаль въ 
точкВ №, Тогда отрёзокь МТ—нолярная касательная, ММ — полярная 
нормаль, ихъ проэкщи; ОТ-—полярная подкасательная, ОМ — полярная 
поднормаль. 

Замфчая, чт0 ДОМТ=у == ДОММ получавны изъ ЛОМТ, 


ро 


ОТ=ОМивь на 8, = 


му=Убв рот: 


или 
УчЕ-ьу"® 
4 


4 
Изь АМОМ: 


ОХ = ОМ.сивь или 8, == 


их = Ибо »-+(®). 


Опредзлижъ еще динну ОР—перпевдикулара, опущеннаго изъ 10- 
люса на касательную: иъ ДОРМ 


ОР==р=+"Увр = —= 
и 


„Заижекя Имихиат, Херьв Улир.* 
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Прымфры: 1) Спираль Архимеда г=-а6 иыфеть подвормаль ‘по- 
жирную постоявную и есть единственная кривая, обладающая этимъ 
свойством, 

2) Постоянную подвасательную имфеть гилерболическая спи- 
раль #6 = а. 

3) Посманная позярная нормазь будеть у круга, проходящато 
через полюсъ и касательнаго къ подярной осн. 

4) Постоянную (полярную) касательную имфетъ кривая, которую 
Сев назваль Тгамих сошриежа, и которая можеть быть выражена урав- 


+ — . и) . 
ненемь #= —: 12 — агс зш (:) ‚ если постоянное значене по- 
зяриой касалельной озналямъ 4. * 


Въ полярныхь коорданатахь удобно опредфжять подзру относи- 
тельно полюса, ДЬйствытельно, полярныя координаты точки Р подары 
будуть 


Ту. 


Тавимъ образомъ наёдемъ: 5) циссоида есть модора параболы отяо- 
сдтельная ея вершины, 

6) Спираль твперболичесвая ныфеть своею подарою упомявутую 
выше вебе сотрНеа (собственно симиетричную). 

#7. Порядок н класеъ кривой. Порядкомъ кривой называется 
число точекъ, въ которыхь криван пересфкается съ пряною. Если кри- 
вал задана уравяешемъ въ дехартовыхь координатахь, то порядокъ ея 
равенъ степени ея уравненя. ДЬЙствительно, число’ точек пересъчена 
кривой, заданной уравнещенъ а 


Ра =0 | (1) 
Ая В С=0, 


разво т.1==т — стецени уравнешя кривой \). 

Такныъ образомъ, чисто зналитичеся!й признак» — затебраичность. 
уравнен—ныфеть и теомстрическое зналене, что и оправдываеть на- 
зване такихъ кривых алмебренчевкиии. 

Если (1) уравнеше трансценлентное, то его можно разсматривать, 
какъ алгебраяческое безконечно-высокой степени, и слвдовательно, гово-- 


степени ж, и прямой 


1) Нкоторыя взъ отть зочекъ дая данной примой могуть оказатьса инимыин, — 
в при тожъ. есии уравнение (2) пыфеть зещоственные коэффищенты, число закить. 
мвимыхь точевь переббчьны съ прямою будеть четное. 
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рить о порядк® травсцендентныхь кривыхь нельзя, хотя для отдфльныхъ 
такихъ кривыхь дЬйствительное число точекъ пересёченя съ пряною 
можеть быть и конечно; напримёрь, дфиная ‘ливя не имфетъ ни съ какой 
прамой болфе двухь общихь вещественныхь точекъ. 

Задачь о проведени касательной изъ точки, не лежащей на кри- 
вой, приводить къ другому важному ноняю— © классь кривой. Клаесомь 
кривой называется число касательныхь, которыя можно провести къ 
кривой изъ точки, на ней не лежащей. (Разунфется, приходитея гово- 
рить главное о кривыхъ алтебранческихъ). 

Въ аналитической геометри мы видфли что кривая 2-ю порядка 
есть въ тоже время и криван 9-0 класса, Но вообще говоря порядокъ, 
и классь кривой не одинаковы. Л®йствитедьно, кавъ и для кривыхъ 
2-го порядка задача проведевя касательной черваъ данную точку (&, 2), 
не лежащую на крихой, приводится въ опредфленю числа точекъ кри- 
вой (1). касательная въ которыхъ проходить черезъ данную точку (&, 77), 
т.е. къ нахожденю чисза паръ значенй (х, у) удоваетверяющихь еи- 
стемв уравнейй 

Ра у) =0 [6 
ЕЕ Е,-0 {2} 


06а уравиеня степени #1, но какъ и въ случа кривыхт 2-го по- 
ридка, степень (2) можеть быть понижена съ помощью (1). Еели (3) 
переписать подъ видомъ 


вт Е, ук) =0 . {2 


то видимъ, что члены и-го порядка входять только черезь 2Е, УР; 
но съ номощью извфетнаго свойства однородвыхь функшй (теорема 
Эйлера) можно показать, что эти чдеяы уничтожаются въ силу уравне- 
ня (1). -ДБвотвительно, афвая часть этого уравнен!я есть сумма одно- 
родныхь функшй отъ 2, у изибренй т, т—1,...2, 1, 0, — сововуп- 
ностей членовъ одного измёрешя въ х, у, Такъ что озвачая #, (2, у) 
однородную фуньшию х, у изифрешя & можелъ писать 


ЕЕУЕР, Е.Р. ТА@УТЕ 


и слёдовательно, 


«Р.Р (т- 
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Но по теорем# Эйлера 


ое. 9, р 
и В. 
Такимъ образом 
ар. уР т, т, , +. -2ВЬ-Н1.Е,. 


сли сафдовательно, отнять отсюда 


тРЕИЕ,-- м, +... Е, 
то получимъ 


‚ЖЕ, НУР, —т.ЕЕ-Е,.. ЗЕ, .—... (т Е —мЕ,. 


такимъ образомъ (2} приводится къ виду: 


И р т 


и слвдовательно, въ силу (1} можеть быть замвиено такимъ: 
(2) ОБР, Е Е, НЕ, 5+... ®—1) Вт. 


[Прк перемфнныхь 5,7 это я представить уравнене касательной 
точки (1)]. Уравнеше (2") уже только степени ж—-1 относительно х и у, 
и хакимъ образомъ число рёшевй (1} и (2") есть т (м— 1). Еривая 
порядка т будеть (вообще зоворя) класса п==т (т— 1). 

При т=2ит(т—1)=2, во уже при м =3, п=6, 

Присутстве на кривыхь особенныть точежь одизко лонижаеть 
классъ кривой: можно показать, (такъ называемыя формулы Налюккера), 
что криван порядка т, имфющая 4 утловыхь точекъ их точень в0з- 
врага (см. ниже) будеть класса п-т (т-—1)— 24а — 3г. 


Особенныя точни. 


$ 8. Двойныя точки. Уравнене касательной 


У— 


а 
даетъ, каждый разъ когда, г существуеть в опредфяенио, совершенно 


опредленную = единственную прямую; такая точка кривой есть обыкно- 
й 

веннал. Если г обращается въ безконечность, & = ныфеть при этомъ 

у 


4х 
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опредфленное значен!е, то и такая точка будеть обыкновенною, она 
имфеть хасательную, пзрадледьную оси д-овъ: Х =. Примёрь-вер- 
щины эллипса, лежепшуя на большой оси; уравнеше касательной: 


при 


обращается въ 


{также вершины гиперболы, лежащбя на поперечной оси, вершина пара- 
бохы). Есян вапротивъ касательныхь будетъ не одна, а болфе, или ка- 
салельная будеть неопредёленна, то точка называется особенною точкою 
4 
кривой. При этом, сл довахельно, т должно становиться неопредлен- 
0 . 
нымъ выражешемь вида о или =. Если взять 2-й видъ уравнешя крн- 
вой: Р(х; у) =0, то это приводатъ къ условямъ 
в=0, 


Е, = 0. 


(1) 


Случаи, когда № и Е, обращаются въ со, оставянъ въ сторонё и оста- 
новимен на первомъ случав. Равенство 


ин о. (3) 


уже не дасть при {1) вночоы |, Берохь отсюда вторую полную произ- 
водную по х 


в ар НЕ, ( " в, 


Если подставить координаты особенной точкя, то при конечнонъ 


Фу т . 
а послВдн!й членъ отпадаеть, и остается уравнеше 
. „ [94 „ [99 
Е-2Р, (Ее [С 
которое доставить два значен!я для я ‚ и стало быть двБ касатель- 


пыхь, если только не обращаются въ нузь всё три его коэффишента, 
Такая точка ваз. двойною. Смотря по харавтеру корвей уравне- 
ия (4), мотуть быть при типа двойныхь тозекъ: 
1. Корни (4) вешественны и раззичны. Услове этого: 


Б-Р) Е,>О 
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кривая имфеть даБ различныхь касатольныхь въ такой двойной точЕ 
и сявдовательно пересфкаеть сама себя. Тавая двойная точёз наз. узло- 
вой точкой или узлом. 
1) Примфръ, строфонда 2 (22-1 
бенную точку въ начал координать: 
(Р,), — (39 + у" — 202), == 0, (Е, = 2-24} — 0. 
(Е), = (62—20) — —3а +0, (Е), = (у), =0. 
Ра +28) =2а+0 
и слфдовательно, (4} имфеть видь: 


37) —а(4*— уз 0 ныфеть 0с9- 


ПП. Корни (4} могуть быть равны между собой: 
(РФ Е. Е„=0, 
кривая нифеть двз совпавийя касательныя, точка ваз. точхою возврата. 
2) Примфръ; — цисоонда 2(д2--у?)— 2—0 въ (0,0) нифетъ точку 
возврата, ибо 
(82), = (63), =0, (в) = 29, 


(Е) = — 4+0, 
и слфдовательно, (4) примегь видь 


11. Корни (4} мнимые соприженные: 
(ук: о 
Кривая не имфеть касзтельныхь, т.е. ие имфетъ безконечно-близ- 
кихь БЪ таной точБФ нещественныхь точенъ. Точка наз, уединенном. 


3) Примбоъ — спутница цисвонды (откладываемь ММ == СМ на 
продолженщи сфкущей 4М—ср. черт. 6): л=2 3668 -- 206050 или 


22° 5) — За (2?) =0. 
Зяъеь свова 


(ЕЕ) О, во (Ед) (ива), 8а, 
(РУО, (Ру = а 
и такимъ образомъ (4} призимаеть видъ; 


Чу 
—8а—4а (“|= 0. 
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4) Взаниная связь и появдев!е того или другого типа особенныхь 
точекь хорошо налюстрируется на расходящихся параболахь, которыя 
выражаются уравяенемъ 


р = (2—1) @—5)&—9. 


а} Если а, В, с вешественны и пе равны: а<Ъ«е, то кривая 
состоять изъ овала и вЪтви параболическаго типа, уходящей въ без- 
конечность: правая часть положительна при а<2<<в и при 2>е, и 
отрицательна при 7«а и при $<=<«.е. Особыхь точекъ вфтъ. Рагабо!а 
атрапНогийз сша отаН Ньютона, 

Ъ) Если Б==е; ру (аи — 6)", 
правая часть положительна (или 0) | 
при 2 > а и отрицательно при га. 7 
9: и Е, обрашаютея въ 0 при и=0, 
х—=5. При этомь (Ри) == 2 (а—%), 


(Еу)=о=--20-—4), Е„= 3 


кривая имфеть узель” въ точкЪ 
х=ь(а<Ь) ратафоа подаа. 

с) Если а==ф=в, три точки д, В, С, 
совпадают», петля (А, В) сводится 
къ точЕВ, Черт. 17—20. 


ЕЕру-- (д-а\-—0 


Е, и Е, обращаются въ 0 прн у-=0, х==0, Е, в Е., тавие, Ру 2р: 
точка (а, 0) есть мочка возврата (рагаЪо?а, сизу@аа}. 

&) Если ан В совпадаюты Еэ=р — (х— а)? (х—в) =0 а<се, 
то Е, в Е, равны 0 при у--0, х=-а, а 


(у 26е-9 
(= 


Уравнен (4); 
2е—@я-2р 


имфеть мнимые корни, но (а, 0) приналлежить кривой (рагао]а рипсёаа). 
5} Еонхоида Нивомеда (а? у?) (2—а)'— 5228 —0 имфеть точку 
(0,0) ‚особенном: (Р)Е(КУ) = 0. Табъ какъ (ЕЕК), (Е,)=0 
я (Е) == 2а%, то при $<а нифемъ уединенную точку. при котенку 
вовррать и ври 5>а--уаель. 
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6) Умрпка Паскаля (у Зах? М (уз) =0 въ вачаль 
хоординать иыфеть особенную точку, ибо 


(оо и ()=0. 
При этомъ , . 
(В 80—29, (р), (Ри) = 29. 


Слфдовательно, при 2<2а имфемъ узловую точку, при 6==29 точку 
возврата и при 5>2а— уедиивиную точку. 

7) Лемянскала (2? у?-- а?) — 421 - а*==0 иметь въ начать 
координать у3ел. 

8) Астроида (27-- уз— о2)а-|- 27азалу-= 0 (иан 27| уче ай) ин 
еть въ точкахь— 


= а, у=0 их -=0, у= +а 
точки возврата. 
$9, Уравнене касательныхь въ двойной точкВ. Уравнене 
а 
лары касательныхъ въ двойной точкЁ получим замфняя въ {4} Г. зерезъ. 
У— 


ры ДЪйствительно, если т, и м, кории (4), то дв касалельныхь 


имфють уравнеюня 


С — — У 
и и ты зан УТУ о И и, О 


а (4) можеть быть написано: 
д*Р {ау Чу — , 
ии =) 
ау Уи 
Если замфнимЪ де "Резъ Х—„› "2 полученное уравнен будеть 


заовлетворяться тёии значенями Х, У, которыя дёлають отношен!е 


У— 
— равнымъ или т; или ж., т. в. тёми, которыя принадлежать той 
ин другой касательной. Итанъ-- 


вая уно © 


будеть уривнене совокупности двухъ касательныхь въ двойной точЕВ, 
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Замфтимъ, что лёвая часть (5} представляеть собою совокупность 
членонь 2-го измфрешя въ развожеши по стеленямь Хх и У-у 
фувещи 

Р(Х, УЕРЕ--(ХЬ— я), уф 


и такъ какъ дхя двойной точвя кривой Р(л, у) —Ок.Р, Он Е, =0, 
то это будеть совокупность членовъ низино изыёрешя. 

$ 10. Тройныя и вообще кратныя точки. Если, кромё того, 
для особенной точки обращаются въ О и вс$` частныя ‚производныя 2-го 
порядка: 


Ез-=0, ЕО, 


(6) 


и уразненю совокупности касательныхь будеть 


ЕХбаа ри Х--а) (уу У-У-НЕ У", 


всаи не всё частныя производныя 3-го порядка обращаются при этомъ въ 0. 
Тая точки можно распредфлать на типы, какъ и точки двойныя, въ 
зависимости оть характера корней (6). Тёже соображеня могугь быть 
продолжены, и тавихъ образомъ приходимъ къ понят о точ т-крат-” 
ной, для которой обращаются въ нуль веё частныя ироизводныя лёвов 
части уравнени кривой до порядка (-—1) включительно. 
Четыретлепесиный ванчикь (2°-- у?) — чату — 0 имфеть въ на- 
чад координать чемверную точку—уравнене совокупности касательвыхь: 


— 16а? ХУ: = 0. 


Ирямой двулистникь (2-1 уз) — влу? = 0 

(или /=- 460808128) имфеть въ началь мройную 
точьу;, захонъ его образова: АВ-=а, СВ— # ы 
произвольная сфхущая’ черезъ В; проводныъ 
АМТ СВ, НМ | АВи ЫНРЕ АМ. Отсюда АМ= 
= 008.0, НМ = АМ с038, РМ- НМ с030 = 
АМ с0316.'.г-= АМ — РМ = 6036 (1—6037 6). 


Черт. 19. 
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Прямой трилистникь: (С. 4е Топасваирзу: черезъ' язчазо ироводимъ 
подь угломъ 6 прямую и на нее изъ точки 0'{(00'— а) опускаемъ перпенди- 
кудярь 0'/, затфмъ прозодимь ИМ ОХ и оталадываемь ММ == ММ", 
наконецъ проводинь №'Р1.ОМ. Точка Р вринадлежить искомому мфсту. 

7 ОМ —ас0з6, ОХ ОМ.588-=а6320; 
г: А - МК = ОМ шв = 36036; 
ИММ'=ав3т 8, РМ =а 91 2%, 8, 
ху =0ОМ— РМ--в0056-—а3118. 3020 
иди 


+= 26056 (1—9 302 6) 
< = ау 008 6 (#1 — 279 517 8) 
Фори, 1. (аира — 9). 
Эта кривая въ начал воординать иифегь тройную точзу, 
Если кривая задаяа уравяешемъ въ параметрической формб, то 
вя особенныя точки могуть быть получены двоякямъ образомъ. 
1) Углезой пооффищенть касательной ву особенной точкь яробрЁ- 


таеть неопредфленный видъ С (ааа 8). 


со 
Но 
и 
Слёл,, доржно быть 4 = ‘ 
4 _ ду 
&=0 я-то 
Призфръ; цавлонда х==а(1-—31), у-@а(1-— 08}. 


Равенства 
т =а(1 — 05) =0, у— эт -о 
Уловлетворниются при й и т 
Е ЗАя (0 1,40,..0: 


Дая Е получимь истинное значеше по извфотнымь правиламь 


6031 
прел. эп} 


4 
пред. (2) = пред. 


в ах 
При этих зизченяхь г: ; Обращается ВЪ ©, Но а нызеть опре- 


двленное значеше 0.  Калныкы ода. Это точка возврата. 
2) ря двухъ значеняхь параметра могуть получиться одинако- 
выя значешя координать. 


Прныёръ: прямой тризистнякъ, еслн положить у=ы зыразится 
уравненями: 
—ва—е) 211 —#) , 


ив»: = 8 - 
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Точка 2—0, у=0 получается &) при #==1, 6) при #=-—1, 
чему соотвтствують и два значеня 


Именно 


811, Точка возврата второго рода. Точки возврате, примфрь 
которыхь приведены выше, воф таковы, что. еходяиуяся въ этой точк] 
#Ълви криной лежать по 06$ стороны общей касательной. 910 точка 
возврата первезо рода (рогообразныя}. Но есть вше точки возврелне 
2-0 рода (клювообразныя!, — когза вблизи этой’ точен об вфтви криво? 
лежать ис одну сторону общей касательной. Такую особенность пред. 
ставляеть кривая т(ау- 0 (>60 я 730) ' .’ 

Это точка двойная, ибо ' 


дин (0,0); уравнеше пары касательныхь аи ?==0 
вдвойнЪ взятая ось т-овъ. РешивЪ же уравнеше от- > я 
восительно у имфемъ: 


а Черт. 33. 
да 2" ==); ри, 
Ут = 


При 0<х< оба значена у>> 0: 0б% вётви лежать выше общей ‘ва 
сатсльной оси ОХ. 

$ 12. Кривая 3-го порядка, имбющая особенную лочку, ест) 
уникурсальная. Каждая особенная точка алгебраической кривов, как 
повазакь Сатеу, можеть быть разсматриваема, вакъ эквивалентная извВет 
ному число простыхъ особенныхъ. точекъ (узежъ, точка возврата н пр. 


—1)@— 
Число нхь не можеть превышаль извфстнаго предфла ре 
(#—1) (®-—1) 
для кривой т-го порядка. Разность между 9 в дфйстви 


тельныхь числомъ особенныхь точекъ называется родом кривой. Кри 
выя 0-го рода суть уникурсальныя (ихь координаты могуть быть выра 
жены рашонально черезь нфкоторый параметръ). Покажемъ эго на кря 
выхь 3-го порядка. Для нихъ наибольшее возможное число особенных 
точекъ равно 1. Пусть кривая 3-го. порядка ныфеть особенную точ) 
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Тогда принявъ ее за яачёло ноордияать, приведемъ уравнеше къ виду 
9: (2, 9:2, )=0 18 фз п $ однородные многочлены 3-ей и 
2-ой степени. Положанъ у-= &. Въ силу однородности фа и ф; получимъ 


дз 1, И-- 26, 1. В =0 


2, 9 91, 8 
9,9 йа. 0 


отсюда 


г. итд. 


Примфрь криная 2°-- у Залу == 0 `наз. листомь Декарта. Точка, 
(0, 0) есть ея узель: Полагая у== (х найдемь 


РИ Е „— 34 
ея А 


$ 13. Особенных точки траиецендентныхь кривыхъ. Траноцен- 
дентныя кривыя представляютъ звазительно большее разнообразие 0с0- 
бенностей, чфиъ алгебраическая. 

Во первыхъ, чцело ихъ особенныхь точекъ можеть быть безконечно 
ввлико. Напримвръ, пиклоида, 


=:4(:— За, узеа (1 — с08). 


Каждая точка ив оби а-овъ есть особенная: точка возврата. ДЖЙ- 
ствительно, услове особенной точки х=0 у-0О даеть зщр-0. 
1—608:=20, что удовжетворяется при # =. 2 (#0, 1,-53,...), 


Соотвфтетвениое значеке для углового. козффищента найдемъ по общему 


правилу 
в п (пои) шо т: 
И (=) он Зри (= 9) Ша (# щей 2кла, 


ЕЕ 


тавъ что касалельныя будугьы Х == == 2#л. 
2) Кривая у’— хр? х — 0 имфеть въ каждой точкё (у=.0, я=л) 
{#=0,=1,-52,...) особенную точку при #= #я 


(Р,) = (3182—2251 2 6052) 9, (2) (2у) =0. 


При тонъ такъ какъ при =-=йл 


вр — я, Р.О, р, 
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уравнене касательныхь 27} — 2%л ==0; откуда == Е М Ёл — имветь 
два вещественныхь значешя при >> 0, равныя значешя при =0Ои 
мнимыя при Ё < 0; я слбдовательно точка, (0, #) 
будетъ уедвненной при #< 0, точкою возврата 
при #=0 и узломъ при Ё>0. 

Но сверхъ того трансцендентныя кривыя х 
представляють и таые типы особвнныхь точевъ, 
кавихь совсёмъ нфть у алгебраическихь кривыхъ. Перт. 94. 


, - 


у 


Таковы. 


а) Точна прерыва (или лучлее пре- 
сфченя): вЁтвь кривой овзичивается 
АД вЬ почкЬ. Привфрь такой обобенности 


предотавяеть кривая уз“: одно 
изъ вфтвей (соотвфт. > 0) оканчи- 
зается въ точк® (== 0/у=0). 


Черт. 25. 
1%) Точка излома (р. за]ап(); дв различныхь касзтельныхь, но 
каждая вётВь лежитъ, вакъ въ точкВ возпрата, по одну сторону нор- 


Катю Ка 
А 


мали; зиалитически это значить, что Ни ‘различен для й по- 


хожительнаго и для # отрицательнаго; говоримъ; , 
правая м. яёвая производныя различны. Тавъ, 5 
есаи ЕВ , 
Их) = › то 0} -=0 
Черт. 26. 


Подобнымъ образомъ, если возьмемъ 
1 
эти; ) то {(0) =0, /(&=е. ве :)-- е— ИЯ мо; 


и потому 


а ша Ш —^® 


к=-0 


шт 9 -—© 
Ы 


г=+9 


| н 


я 
э. 
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„.7) Точиа раздвоеня (указанная физикомь Рмеаи), —гдф  вфтвь 
жривой‘ раадвонется. Для гого, чтобы получить примёрь, можно къ у ВЪ 
1 


уравнены кривой, : имфющей двойную точку, придать, напримфръ: е *. 
Тажъ одфлаежхь съ ‘декартовыхь листомъ, получиыь; 


=. Па) вре =) 0. 
9 , 


р вы Пусть ордината дая деварто- 


ваго лнета у,, & дану = пусть 
ордината у, тогда у — а. 
„ Вблизи начала вфтвь, соотитству- 
ющая отрицательнымь х, удаляется 
въ безконечность. На чертежё пунк- 
Тиромь налерченъ. листь Декарта, 
СПлошною —2-я кривая съ точкою 
раздвоешя въ начвяв координатъ. 


Черт, 27. 


$ М. Аевыптоты. Если дв кривыя у:= 1 (9) я уг=ф (2) таковы, 

что разотояве между точками ихъ безпредвльно убываеть по мёрё удэ- 

зещя по уходящимь въ безконечноеть ихъ вётвямь, то товорять, что 

одна «ризая асимитотически прибийжается вл, другой: ‘Считая разстоя` 

ня по ордянатамъ, зыразимь аназвтически усломше асимптотическато 
ириближеня . 

реа [2 —Фа 0 ‘ 1) 


Есль одва изъ взатыхъ лин — прямая (т.е, напр. (и) тх №), 
так что 
зип (/()—т В =0 (2) 
= 
она называется прямолинейною асимптотою или просто асцинтотою 
для кривой у == /{л}. 

Если кривая у==/(2) петь вфтви, уходящёя въ безконечность 
(таковы, наприжврь, алтебранчесыя кривыя нечетнаго порядка), то чожно 
поставить задачу разыскащя ея асныптоты. 

По извфстнону свойству предёловъ: 


(у — #5) —й. 


асс 


Ща (у тя — й) = 
ах 
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Такимъ образомъ евободный членъ въ уравнени асимитоты опре- 
дфлится изъ равенства 


№ Ш (уж). р 8) 
Не = 
Ши (у— те) = Ша 2 (:- „). 
= == 


Чтобы этоть предфль быль величина конечная, второй множитель 
долженъ имфть предблъ. раввый нузю,—т. в. 


Ца () =т. (4) 


ато \ 27 


Итакъ прежде всего находимъ угловой коэффищенть асимитоты 
по (4), & затВмъ подставляя найденное значене ж въ (3), изходимъ й, 


Примбрь 1. Кривая у.е * имфеть вытвь, уходящую въ безво- 
вечность при возрастающихь х (а > 0). Ищемъ: 


Бо ее ь “| 0 
в 


1 
и слёдоватедьно, 


= Ш (у— 0.2) = Ш ве “0; 


такимъ образомъ асимитотою будетъ ось х-овъ. 
Примбръ 2, Кривая у=5. атс (=) имфеть рядъ безконечныхь 


вфтвей; 


К-т 
Числитель = 2 ия л- величина конечная, слдовательно, 


= 
ш-=0; А--Ша ув. Ша ато (2) = (2-1) т. 
#=ю «= й 2 
Тазимъ образомъ асимитотами является радъ паралдельныхь оси 
=-овъ прамыхь 
у ЕЕ яь = 0,51, =... 
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Зажётимъ, что по правилу нахожденя ястивнаго звачевя кеопре- 


двленныхь выраженй 
1 
А м (#) 6) 


== 


т, е. направлеше асимитоты совлодаеть съ налравлешемъ, которое со- 
отвфтствуеть предфяьному значен, привихземому угловых коэффищея- 
‘томъ касательной, когда хи у обращаются въо. 

Но касательная въ безвонечно-удалениой точь получится. если 
въ уравнены 


На (“..- ЩО 6- 2 (6) 


то 
У=их--в 


будеть касательной въ безконечно-удаленвой точкф. Но выше мы нифан, 
что дая асимптоты 


В 1 (9-12) (у =. 0 (99 ). |) 


„Итажъ если предфзы (6} и (7) совпздаютъ, . асимитота и есть 
касательная въ бозвонечно-удеженной точкй. 

Но первое опредёлене нфоволько болфе общее: касалельной въ 
безконочно-удаленной точ можеть и не существовать, и кривая тёмъ 
не менфе можеть имфть пряходинейную асимптоту, 


0035 
Возьмехъ кривую у—=-;-. Джа нея аоимитота существуеть въ 


первомъ смысл$.—-ибо 


асимптотою служить ось х-овъ, около которой кривая представляеть тавъ 
сказать рядъ затухающихь колебазй,-— амплитуда которыхъ убываеть 
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<ъ возрастанемъ абсолютной величины 2;—и воторыя звълючены между 
вЪтвями гипербожь 


Въ тоже время касательной опредфленной уъ бевконечно удалев- 
ной точкё яривая не имфеть: хотя 


| ее с08х =0 
д 
#0 
ау 03 2 
9—2 + вх 
. 6082 
не иифеть дая х==со опредфленнаго предёла,— ибо Ши =0, но 
==> 


зшх для х=-оо величина неопредфленная между —1и --1. 


$ 15. Асимитоты алгебраическихь кривыхъ. Если кривая дана 
‚ллебраичеекая, То вя асимитоты опредёляются схёдующимь образомъ. 


Кажь упомянуто выше, дая аоймитоты и дя кривой И (2) должен 
ас 
Фыть одинаковт. Но уравневе вризой можеть быть ваписано 
0= Ра, у Ра; у Е, (а, |... .-ЕЕ а, УЕ, 
тдв В,(х, У) однородный относительно г и у иногочденъ степени Е, н 
«лфдовательно 


Кеть 2 


тавъ что уравненю кривой приметь видъ: 
» — у 
© ор я.) ля, ++ 
Раздляя из 2“ инфемъ ` 


©) (нь (++ 


У, 1 
91 е + = Фо 
Полагая з4ёсь х==00 и означая На @ =, приходимь къ 


уравненю для як 9 ==, (м) {3) 


„Звжвски Кыпигат. Харьз. утивер.* 
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Дая опредфзеня козффишелта №. асимптоты заытьмъ, что ло #8 
уравненю 


Ут ® 
тт. 


в 

Подставляя эт значеню въ (8) и раскладывая 9; (“+ :) Яо 
% 

степенямъ приращеня = найдемь: 


О, (т) т, -- 
Соне я, ие] о 


Подставимъ вифсто жи одинъ изъ корней уравнены (9). Тогда въ 
сялу (9), шо раздёщеща ва 2”! (10) приметь видъ 


оО + зять, и Ф9--9, + 
и ее -- пе 9, „9 Ни 


Переходя къ предфлу: 2-00, похучимъ уравнен для опредёленя #2 


$. (т) 
ГАС] 


Вт) Еф, ит =онь 


Тавимъ образомъ вайдемъ для каждаго вещественнаго корня (9} 
соотвфтетвенное значеяе №. Если корень т двойной, и при этомъ 
$, (®) +0, то асниптоты не существуеть. Воли же дая этого двой- 


вого корня и ф,_, (79}=0, то для опредфлетя № обрыцаемся къ ся%- 
дующему уравненю 


2. . 
1.29% (®) + #9, _т)-- 9, 


нтл 


Прамфръ 3. Листь Декарта: 2% уз Залу ==0. Здфеь в -—3. 
93 (т)=1 -- 23-0 имфеть одныъ вещественный корень т == 1. (9- 


й зат 
отвётственное значеше #== — зи = — 4. Итакъ асимитота: 


ура =о. 
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4, Кривая 25 5лу?--25—50 давть: фр (т) — 25-1 ==0, един- 


ствевный вещественный корень котораго в = — 2} 9% (т) =0 и сах, 


# =0, тавъ что зеимптота: у= — зн-2. 


$ 16. Аенмлтоты, параллельныя оен у-овъ. Предыдущей раз- 
боръ не коснулся того случая, когда асимитотою является прямая, па- 
радлельная оси уовЪ,—ибо въ этомъ случав ея уравнене не можеть 
быть написано въ вид у=тх--й. Для распознаваня тавихъ асимп- 
тотъ надо прибфгнуть къ уравненю 


и Ь 
и искать 
Ш (= я Шен. 
= \ у 


Тавъ для кривой у находинъ 


такъ что ось у-овъ будеть такою асимптотою. 
Для азгебраическихь кривыхъ, которыя можно изобразить урав- 
нешемъ 


1) Уре и Ф +... 9,0) =0, 
подобныя асимитоты опредфлятся изъ уравневя 
(12) # (7 =0, 


ибо какъ известно изь алгебры, если въ уравнеши я-ой степени, озф- 
фищенть при высшей стелени неизвфстнато обращается въ 0, одивъ 
изъ корней уравнешя обращается въ безконечиость и такимъ образомъ 
безконечно удазенная точка каждой изъ прямыхъ (12) будетъ прянал- 
дежать кризой (11). 

Примфрь 5. Плесоида Дюклеса: 2(2?-- у?) — ау =0 даетъ 
Фа) ==—2а и слфдовательно 2 —2в=0 будеть асимптотою. 

6. Слутница циссонды у? (х— 24) -{-23 — 4921-20 также нифеть 
аспиятоту х — 2а==0. 
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1. Отрофонда: 5? (я — 24) + (7 — а} =0 также х —2а-=0. 
8. Конхонда у (х — я} + 27 [(& — в} — 2] =0 инфеть асимптоту 
=—а=0. 


$ 17. Авимитотическя хочьи, Еривая можеть приближаться 
безпредфльно и къ точЕВ, дБлая окодо нея безчисдениое количество все 
стягавающихся оборотов. Примёфры подобнаго родз точекъ удобыфе 
всего получить въ кривыхь, задаиныхь уравнешемъ въ полярных ко- 
ординатахъ, 

Такъ полюсъ будеть асымитотияескою точкою для зинерболиче- 
вкой спирали (г.в ==а), дая Плиз Сыеза (726 = 2), для кохлеоиды 


2988 т 
$ ` д. 


$ 18. Выпуклоеть м вогнутость. Точки нерегиба. Кривая 
у==7(2) можеть обращать въ прямой лини или выпуклую сторону свою 


или вогнутую. Разсиотрииъ анзлитичесе признащи выпуклости по 
отношеню къ оси х-овъ. 
У 


1. Пусть у> 0. Если луга АВ 
обращена въ оси ОХ выпуклостью, 
то угловой козффищенть васатель- 
ной, т, 6. = р), при переходВ 
отъ А къ В возрастаеть, переходя 
оть отрицательныхь значенй къ по- 
ложительяыиь. Сид. у" (х) >60 
въ тёхь же предблахъ. Кривая 


отдваяется косательною оть оси 
=-овъ. 


2. Пуль у<0; кривая обращева къ оси ОХ выпуклостью, но 
лежить ниже ея, При переход оть Д кь В у’ убываегь, переходя отъ 
положительных значенши къ отрицательнымь, сдфдовалельно, у’ < 0. 

Въ обовхъ случаяхь 

у.у'>0. [69 


Касательная въ обонхь случаяхь отдёляеть кривую оть оси 2-овт. 
Есзи же кривая обращена къ оси ОХ вогнутостью, то наобороть при 
У>О у убываеть и слфловатезьно у’<0, при у< 0 у’ возрастаеть 
и слфдовательно у’> 0, тавъ что 

<о. (2) 


Ериван лежить между касалельной и осью д-овъ. 
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Если бы опредфляли вынуклость или зогнутость относительно положи- 
тельнаго (или отрицательнаго) напраеленя осн ОУ, напримёръ, то: иадо 
было бы обращать виимане только на знакь у’.-—- которая въ одинз- 
ковыхь съ этой стороны сдучаяхь 1° и 46 удовяетворяеть неравек- 
ству ИО, а въ саучаяхь 29 и 3° напротивъ у” < 0. 

Точки, служышя границею между выпуклыми я воглутыми (отно- 
ситедьно оси ОХ или нохожятельнаго направлена оси ОУ) частями кри- 
вой, должим поэтому характеризоватьсв услощенъ 


у=0. ® 
Тащя точки называются точками переиба. Въ нихъ кривая пере- 
ходить сь одной стороны касательной на другую. у 


Примръ 2. Кубическая парабола ?у-=т(22—62) 
имфеть въ начал координать точку перегиба; ибо 
ву 3—0, & у=м обращается въ 0 при ° 
х=0. 

2. Рагафоа сатрапИоги!5 сит отаН 
ву? (д*— аз} цифоть дБф точки перегиба на Зори. 29. 
безконечной вЪтви, которыя найдемъ такъ: беремъ производныя: 2ауу’= 
== 322— а, ау? | 2ауу" == бл. 

те 
Усфые у’--0 даегь ау? == Зи. у =) и  слёдовательно 


Зау и ее ==34*-—@?; исключая у съ помощью уравненя кривой, полу 


чить ддя 2 биквадратное уравиене 


127 (27 — а?) =: (32—24?) или 32 ба — = 0. 


Отсюда да 


Ех 
иля и 2 
х»-а 1+ -= 
+ у’ 
отбрасывая мнимые и отрацательные корни; соотвфтотвенно 
Уз 
== а? (1-РУЗ). 
Е: + 
Когда кривая задана уравнещемь, ие рёшеннымь отяосительно 
Ри. )=0, то удобно предотавить услоше У-0О въ иномъ в8д] 
Первая и вторая производныя (полныя) по д отЪ лЬвой части уравях 
ия, приравненныя 0, двють съ помощью у"=0 


ЕЕ, = 0, РУРК, НУР, =0. 
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Исключая отеюда У, получаемь искомое соотвошеню, которому 
должны удовлетворять точки перегиба. Око можеть быть написано; 


ВЕРОНЕ. =0 


волн предположить (ву’+ 0. 
Въ вид опредёлителя это усзове напишется: 


Е. .| 
. „| 
(5) Ру В, |0 
к, 0 


Это уравнев!е степени 3#—4, но подобно тому какъ степень 
уравневя касательной относительно координатъ точки прикосковешя 
можеть быть понижена съ помощью уравяешя кривой, и здфсь можно 
понизить съ помощью (4) степень (5) на 2, замфняя Ё, в Е, черезъ, 


ЕО Е —аРЬ-М и о дее- а, УБ 
такъ что останется уравнен!е степени 3 (я-—2). 

Тавииь образомь число сночекь дерениби кривой порядка, # ровно 
вообще вворя Зв (п—2), 

Но (5) удовлетворяется координатами особенной точки, которая ие 


будеть вообще’ говоря точкою перегиба, и можно показать, что если 


кривая имфеть 4 двойныхь точекь и т точевь возврата, то число ея 
точекъ перегиба равно 


Зв (п —2) — 4—8. 


$ 19. Длина дуги плоской Кривой. Элеженть дуги, Понате о 
длинВ дуги нФкоторой кривой можно получить, если представить себь 
гибкую нерастяжнмую ныть, которая приняла форму ифкоторой кривой 
линш, Тогда натянувъ эту нить полузимъ прямую, длина которой и 

› представить длину дуги. Поэтоиу и во- 
обще опредфдене даины дуги называется 
ея выпрямлещемь. 

Опредёлене длины дугь кривыхъ 
отноентся собственно къ иятегральному 
исчислено, здфеь надо дать только пред- 
ставлене о немъ. 

Пусть АВ дуга кривой у = {(+) {1} 
не содержащая особенныхь точевъ и то- 
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чекъ перегиба и нибющая въ каждой точкё опредфленную касательную. 
Проведя въ концахт дуги касательных, получим ломзнную АЕВ, & 
хоециняя концы прямою,-—хорду АВ. Очевидно, 


АВ < АЕ-- ВВ. 


Возьмемъ между А и В на дуг точку С, и соединикъ ве пря- 
мымя съ А и съ В. Тогда ломанная АСВ болфе прямой АВ, но какъ 
объемлемая менфе АЕВ, т, в. 


АВ< 46 бВ<АЕ-- ЕВ. 
Цодраздфляя снова дуги АС и СВ и точки дфлешя соединяя съ 
А вС, съ Си В получим новую поманную, перяметръ которой будетъ 
больше периметра предыдущей ломанной и меньше АЕ -- ЕВ. 


Продолжая эту операцию далфе и измфряя каждый разъ перинегръ 
ломанныхь, мы похучаемъ безкопечный рядъ чисехъ 


%=48 «= Де 08... 


возраетающихъ, но остающихся меньше постояннаго числа, выражаю- 
щаго мёру АЕ-- ЕВ. Этоть рядъ чисеть должень имфть предфль, ко- 
торый и называется длиною душ АВ. 

Поса®дняя представится при этожъ, какъ предёхъ периметра вия- 
саннаго многоугольника, число сторонъ котораго безпредёльно возрастаеть, 
и каждая сторона безиредёльно уменьшается. Отдёльная сторона, отдёль- 
ное слагаемое этой суимы и называется алементомъ дуги и обознача- 
ется 4. Если принять, что концы этой безконечно-малой хорды нифютъ 
координаты, отличающяся ва 4х и 4у, то 


ая фр -фй. 
Если взять вачало 4 дуги опредфленное, а кояедь В взииять, 
то будеть измёняться я длина дуги: 
з=4(2) (3) 
н стало быть обратно х, а събдовательно по уравиеню кривой ну 


можно разсматривать, &ёкь фувацю дянны дуги 8; такой выборъ вепо- 
жогательнато невависимаго перемфннаго иногда оказывается весьма по- 


лезнымъ. 
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44то касается до самаго опредёлешя вида фувкши Ф(т) вЪ завв- 


симости оть (1), то это относится ЕЪ обзаств интегратьнаго исчисленя. 
Здвсь достаточно сказать, что нъ еязу (2) Ф(%} такова, что 


во-ьу 8 


гв=®= и) 3] 


Съ помощью этой послёдной формулы можно разрылить зопросъ, 
имвюной значене въ геодезм при вычисленн длины пологихъ дутъ. 


или 


$ 20. Разность между дугою и хордою для конечиыхь дуть 
Если х збописса начала А дуги, в х-- Лг-—конца ея В, то даяна дуге 


=$#44)—$@), 
& хордь 


АВ=-1- УР -Р (у: = 45 и: + [а 
Но по строкё Тауюг”а 
$(2 + 45) —$()=®(®) АЕ $” (2) д 1 $”" (2) 4°:.. 
(ыы ограничимся въ дальнёйшемъ 8-ею степенью 42). Иритокъ 


9 -=УГЕУЗ отоюдь Фе й т = И 


съ другой стороны 
ду дед Ту"... 
и езВловательно 


титулу...) 


зъ резложенн мы ограничимся также 3-ею степенью 4%, и потому мо- 
жемъ писать: 


пе рузуудь-(вут уу") леч..." 


или если вынести УТ и? общинь иножителенъ 


ура И ды). )"; 
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раскладывая выражене въ скобкахъ по формул бинома, найдемь 

— Та, АИ" 1 уу” 

р де ее ая, 


(остальные члены содержать 42 и высиия степени Их, и потому мы 
ихъ опускавиъ. 
Такикъ образомъ 


ад. уу 4 чу" ЗУ 1 и) 


у 4 уу вау» 
сь точностью до безконечно-малыхь 3-го порядка включительно, 
Взявъ разность, получим: 


УИ" а У 1 Ч”, 1 у 
&—1 {5 п ур Нам 


1 дз ы 
2. пи 
24 ау 
съ хою же точностью, 
Тавимъ образомъ эта разность сть величниа 3-го порядез отно- 
сительно 4. 


Эту формулу можно переписать, вводя радусь кривизны (см. $ 22), 


1 ау”) 
ви: 
пли замфняя Ах на 97: # 
1 4 
т 
$ 2+ Элементь дуги въ полярныхь координатахь. Если вер- 
вемся къ черт. 14 (стр. 16), то найденъ 
ЯМ = ММ 
Но 
МУ.= гаш 4, М'М=х-- 4" гс0з № 


. 248 
ули замфняя з 45 его разложемемь и 1 — 08 8 — 251 -, 


получимь: 
45; 


1.2 


мн, (#-— "3; миа, 


— 49 — 


Отравичаваясь степенями безвонечныхь малыхь 4 и 4 20 3-10 


порядка, подучимъ: Ш 
М№ =. 48) 4- (Че. 


иди замфняя безконечно-малыя величины ихъ главными частями 
ат тие @, 
Къ тому же результату придемъ, замфтивъ, что при 


- 5270088, узузие 
вифомь: 4 = — в - 0086. 
бу— 7008 6 -- зн. 


Возвышая въ квадрать и складывая позучимь 


де ду? == 482 [#2 38-28 6033 6] | 2484г {—г 310.608 0-9 6056. 316] -- 
- #7 [6082 0 + 3080] 5572 492-42. 


$ 22. Вравнань кривой. Радусь кривизны. Изъ круговъ, ка- 
сэтельныхь въ одной и той же точкВ М къ нёкоторой прямой, тотъ, 
который иыфеть маибольинй ращусь, 
примыкаеть ближе къ прямой, и чёыъ 
ращуеь меньше, твнъ рЁзче отклоне- 
не. Можно поэтому привять за мфру 
кривизны дуги круга величину, обрат- 
вую его радлусу. Такое опредфлен!е не 
кожеть быть однако ибпосредственно 
распространено на друйя кривыя, ке 
низющя  начего  подобнаго радусу 
Черт. 81. круга. Можно,  разумфется, ведвъ не- 
большую дугу кривой и три на ней точки А, В, С, (черт. 32) провести черезъ 
нихъ дугу круга, и ражуеъ этого круга можеть до ифкоторой стенени 
характеризовать кривую. Но если сближать точки 
А, В, С. то радусь будеть ибняться, и тогда 
предёльное его значене, когда 4, Ви С сольются, 
можно принимать за характерную для кривизны 
кривой велячину. 


Черт. 38. 
Удобифе однако этоть переходъ предфлу совершить не прибътая 


первоначально въ кругу, проходящему черезь три точвя кривой. Обра- 
тимся снова къ черт. 31 и отъ тозкя 4 отложимь одну и туже дугу $. 
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(= ММ,—_МИ,—ММ,). Есан в, в', а’ стативаемые отвни 
дугами центральные утлы и г, 7’ г” соотв тотаенные радусы круговъ, то 


такъ что 


т.е. за мёру кривязны можно принимать въ окружности отношеше стя- 
тиваемзго дугою центральнаго угда къ’дяииЪ ея. Замётивъ, кромВ того, 
что этоть уголъ равенъ углу между касательными къ окружности въ кон- 
цахъ дуги, можемъ прняять за мВру кривизны дуги круга отношене 
уыа между кавательными въ концать душ къ длинь ея. ` 

Послвдиее опредёлене непосредственно примфнамо ко всякой ври- 
вой, нуфющей касательную, съ тою лишь разницею, что при намфненй 
величины дуги въ круг, эго отношене не м8вяется: оно постоянно об- 
ратно радусу; у кривой же, отличной отъ круга, это отношене будетъ 
измыфняться съ изызневемъ велизины дуги и ея положеня на кривой. 


‚ 
Поэтому огаошеще ^ ЕВС. будемъ называть средней 


# т. мерою` кривизны дуги кривой АВ, а предида, къ кото- 

рому стремится вто отношение, когда В стремится къ А 
Черт. 33. истинною мпрою кривизны (или просто мюрою кривизны) 
кривой въ точкВ А. Уголь ВСА' нежду касательными въ точкахь А 
и В называется умомь смежности. ИтаЕЪ мпрою кривизны кривой въ 
ея точкь А называетея предъль отношея ума смежности ВСА’ къ 
дмрнь душ АВ, соотвътетвующей этому узлу. Взявъ безконечно малую 
дугу кривой, можемъ занфнить ее дифференщаломъ дуги 48, а уголъ смеж- 
ности дифференщаломь угза касательной къ кривой въ А съ осью 
х-овъ. Тавимтъ образомъ мфра кривизны 


Яхи 
4 


а. а= 
+8) 7 (-® 


Везичина, обратная м$рё кривизны, наз. радусомъ кривизны. 
Какъ увидимъ, это всть именно радуеъ вругв, проходящего черезъ три 
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безконечно-близмя точки кривой. Если кривая задана уравнешемъ въ 
израметрической форыв, то 


Чу __ 
во 


= 


я сиБдовательно р 
1 (и уь 
р а Е 
ВК уу ® 
Жети въ частности за независимое перемфнное принята дуга, то 


ау в ау =0 


поэтому 
т Ем ОР Аи В Л ны 
я (3) прилимаеть вадъ 
1 
МАЕ 


Если кривая задана уравкешемь въ полирныхь координатах 
7=-ф (@), то дая нея уголь смежности равенъ приращеню угла каса- 
тельной съ- полярной осью, который равенъ (8 + +), есяи в — полярный 
утеть и ф уголь касательной съ полярнымъ радусомъ векторомъ. Поэтому: 


ая = Ура Фут 
Но 


хи 1 2 
ар в мов () = =. ее ри 
1+0) 
и такимъ образомъ 


© в НЫ — и 
и аа". я тр 


$ 28. Прижбры. Поняне о энутреннемь (натуральномь) уравненм 
привой. 


Примврь 1. Радусь кривизны эллимеа уравнене эллипса возъменъ 
въ параметрической форм: 


2—6003#, у-Ьзш Е. 
Тогда: 


э-- уз— ае ие + Басов а - (7 — В) зщее; ЗУ уха; 
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# 

радусъ кривизны имфеть наибольшее эначеве (= =) въ вершинахъ, 
. 2 
ложащихь на надой в { ь 
а 


ы =) и наимев ( 
5, =): меньшее { —=—} въ вер- 
пикахъ на больной оси (#=0, л}. Сопоставляя зыражен1е 


в— @ т 1-- сов? 
=” 25 


съ выражешенъ для нормаль 


М=Ьзт 1: + (= : о зн ё-- 5? 0082 8} 
‚ или если ввести параметръ р = ВЕ липа, Е =. 
2) Цфиная лия я 8 
=) 
Здфсь . 


= 


а оне 
уе *), пен, ); 


в = я 
отсюда, в + ё 8) ах я сабдовательно, з—=а(е'—е #)--С. До- 


бавочная постоянная С’ равиз 0, если примемь за начало дуть точку 
< нанменьшей ординатой (1=0, #=0); 


Ни 
2 } 


: Е 
Сравнивая съ выраженвмь для 3, имфемь: В=а-. 


Цодобныя соотношеня между рамусомь кривизны и длиною дуги 
хривой, независяция отъ выбора системы коордвнать, носять назване 
знутренияю уравневя кривой (или натуральнаго-бапайов шёиеёаие ихи 
пациНеве есвите). Ср. книгу Е. Сездго Гедотй #1 сеотеь, пибввеса. 
Мы приведем еще только изсколько причфровъ. 


3} Циклоида. 
=а(4-31 0), у=а(1— 605). 


Составинт ; 
2 узы [1 — 0030? 9 — 242 (1 —с08й = дао 


и 
+ 
жил" а [а -— 008 9) соз Р-- ЗН] = — 011—608 =— айва . 


Тавимъ образонъ, 


Отсюда построене радуса кривизны: соединивъ точку М циклоиды. 
съ точкою привосновешя Р катящейся окружности и оси катав!я, нифемъ 


Ир азии. В=ЗИД = МЕ. 


Далфе изъ 
@&=--2а 51 : # 


ВЫВОДИМЪ 


в +0 


Черт. 84. 


и С==4а, если за начало дугь примемъ низшую точку циклонды (5=0 
при #-=0). Тавимъ образомъ между в и Я существуеть зависимость 


{3— 4а)}1 -- Е® -= (4а)?. 
4) Для эпициклоихы 
лат (и--1) сови-—гсоз (Пи; уже (а- 1) ие (НЮ, 


тдВ г ращусь катящейся окружности, я”— неподвижной, изходимъ 


_ 4-0, (2 
(Нм, 


полагая, что при и=0 и 3—0. 


В= ИЕ с03 (>) в. 


п 


Подоживъ для простоты 


вор, Ат 
ара =, ны 


ая 
найдемъ внутреннее уравнеше энициклонды не 1. Случай а=5-4г 


соотафтетвуеть изоо--тотда получаемь обыкновенную цикловду. 
5) Логариемическая спираль г= ае". Здфсь я’ =", т’ тг, 


чому ВЕТУТ- и". При этомъ ще Е я олд, р= 003 
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В- г: пр; такъ какъ притомь 43 -—=@.^У1-- ий, то счатая иачело 
тит та 
т 


ДугЪ отъ 8 =0 получимъ 5 ‚Те. В-==з будеть внугрев- 


нее урзвнене логариемической спирали. 

Значеве внутренкяго уравнешя кривой видно изъ слФдующаго 
прелложешя: для зною, чтобы деь кривыя моми быть совипщены пу- 
темь перемпяценая (какъ ноизыфилемыя‘ системы), оню должны нитть 
одно и тоже внутрениее уравнеце;—ибо при вобхъ подобных перем#- 
щешяхь и радусъ кривизны и дуга остаются безъ изифненя. 

3. Ые показаль далфе, что вс дифференщальные инзаманты 


группы движенШ плоскости (т, в. функщи оть х, те... которыя 


ие изывнзются при воевозможныхь пероыёщешяхь кривой въ ея п10- 
<вости) выражаются через 
аЕ @фВ 
В, в 4: 
(Ср. 9. Яейефез. Апчеааник 4. Р®егенна- и. Гивстаеасьпиов зиГ 
беотене В, 1. АБ. ТУ 8). 


$ 24. Ирикоеновоне плоскихь вривыхъ, 

Опредълене. Деь кривыя (С) и (С) импють въ общей точкь М 
прикосновене п-чо порядка, еслы ввлвз на одной точку М’ в сосъдететь 
‘точки М и проведя черезь нее произвольную у 
прямую, не параллельную касательной в5 М 


хз друюй кривой, и встрьчающую эту о- и, 

слиднюю в М", нолучимь, что разстояще В 

М М" порядка (п 1-ю относительно М М’. Ф «> 
Чтобы получить аналитачесвьй  при- 

знакъ прикосновеня ифкоторато яго п0- 5 д 

‘рядка, примемъ, что кривая (С) задана урав- Черт, 35. 


нешемь Р(х, у} =0, а (06°) уравневями 
#=$(0. у=Ф (0 
н пусть М ямфеть координаты 20-9 (&,), 9о== $ (№), причемъ Е (хо, /)=0. 
Координаты М’ пусть 2; у: , соотьётетвуюаця зваченю #4. Если 
М’ М" -=а и косннусы угловъ №’ М" съ осями означимъ д, и, то Еоор- 


дянаты точки М". х-=2, 24, уу, - и.4; он® удовзетворяють урзв- 
неню кривой (С): 


Е(а, 44, ии) =0. 
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Раскладывая по строкв Таушг”а, получим 
В Ри, 9) ЧР, Ни.) Фх- 0. 


Точка (21, у; взята въ соевдетв8 точки (2, №), даЯ которой 
Р(ж, в)=0. Поэюну Ел, и} величина малая, и 2, РиЁ,, 
мало отличается отъ своей главной части ДЕ, ИЕ, воторую мы 
предположили неравною нуяю; равенство (1} покзвываеть, что нивиие 
члекы, хогорые долнны взаныко уничтожаться, получаются отъ (и, 91) 
и оть 9 ЯР, +иЕ,). ели гл. ч, (ЛЕ, 2.) ве равна нухю, 
и Е(ж, у:) Коивы быть одного порядка. Но по опредфлению & должно 
быть (и--1)-го порядка относительно ММ’ = а зо о)", тлав- 
ная часть вкотораго есть @&—5 И ау. Итавъ для прикосновеня #-10 
порядка Р’(ту, у,),— результать подетановки въ уравнеме кривой (С) 
хоординать точки кривой (С), близкой къ общей точкь— додано быть 
(®--1-ю порядка относительно разности &—&, значешй параметра, 
соотвътетвующихь точкамь М в М'. 

Замфтимь, что Р(а, у) = Еф), 2(8)] == $), чт можно 
представить, зви®нивъ #; = + (& — &) и разложявъ по степенямь &—&: 


6 

‚ и- 
Для того, чтобы это выражеве было порядка и-|- 1 относительно 

(4—8), дозжны иыфть мфето равенства: 


Ф()-0, $0... ео. 


Сонрикосновеше и-то порядка требуеть выоаноны @\о ‚усов. 

Въ заствомъ слуаЪ, когда кривыя (С) и (С) заданн уравнаващи. 
вида у-=/(2), у=9(4), можемь привести одно къ параметрической 
формв положивъ 2==4 и слёд. у==7(), & 2-0е къ нерфшенному виду: 
у—9(1) =0 и тогда по предыдущему: для соврикосковевя н-го порядеа 
должны быть выполнены условя: 


Ра) — 9) =0, фу... АИ) 9 =0. 


Замфтимъ, что при ® четномь первый неуничтожающся член 
нечетнаю порадка отиоовтельно 4х и, сявдоватезьно, мфняеть звакъ 
зм$стф съ 42: при соприкосновенм четнато порядке хривыя пересф- 
каютъ другь друга, пря соприкосновенн нечетнаго порядка лежать по 
одну сторону одна другой. 

Особениое значеше имфеть-дия изучения кривыхъ-— вопросъ © 
нахождеми для донной кривой, такой крилой заданнаю тина, которая 


ФФ) ++... ча 


+... 
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инфо бы съ нею въ известной точкв соприкослозене возможно-выс- 
‘шаго порядка. Чтобы было возможно соприкосновен!е #-го порядка, урав- 
нен!е хривой, только тинъ которой заданъ, должно еодержать в {1 
производьныхь козффищентозъ, 

$ 25. Соприкасающанея приная--каеательная. Уравнеше пря- 
мой содержить два коэффищента, Наизысшее соприкосновехе кривой съ 
прямою есть, вообще говоря, прикосновене 1-то порядка. Если дана 
кривая у-=/(=) и прямая у-=тх-- , то для соприкосновешя пер- 
ваго порядка, разность /(#--42) — [т(2--42) -- должна быть 2-го 
‚порядка относительно 4х; но 


И ++. .., 


«лфдовалельно должно быть: 


Г;ф=т 
@®—ть—=0, 
=) — 2). 


Такимъ образом прямая искомая будетъ 


или 


У=ухХ уу 

т. в, касательная иметь съ кривой соприкосновене перваю порядка. 
Но если имфемъ точку перегиба, то у==/”(2}—0, в первый значу 
членъ будегь 

48 р" =); 

1.2.3 . 
такиыъ образомъ въ жочкь переиба (если [" {2} + 0) кривая имъетз 
65 касательной прикосновене 2-ю порядка. Она стазо быть переходить 
„аъ одной стороны касательной на другую. 

$ 26. Соирикасающийся вругъ. Уравнеше круга содержить ри 

произвольныхь параметра—дв® координаты центра и радсь. Поэтому 
кругь можеть выфть съ кривой соприкоевовеше 2-го порядка. Пусть 
уравневе кривой дано въ параметрической форив 


#=$(0, у=У0) а) 
Подставияя эти выражения въ уравнене окружностя 


ео -т ©) 


„Зьаиеки Нивинат, Харьк. Универ.“ 


я дифференцируя два раза по &, пояучинь 
т ге-о-рув-д-о ® 
ии-оуч-о-а у 0. &) 


Первое показываетъ, что цёнтрь соприкасающазся круш дежить 
на нормали къ кривой. Рашая (4) и (3) относительно #—& в у—? 
подучимь: ен) ну» 
г ги еу. У 
{5} 8 уу 1 ТУ Пурут 

Подотавляя во (2} получим: 


_ (92-4 уз у 
ПЕР" ба 7 рууй 


Такимъ образомь радёусь вонрикасающеоея вру совпадаеть съ 
радбусоме кривизны. Поэтому и называють также соприкасающся кругь 
круюмь кривизны и центръ его— центром» кривизны, 

Изъ предыдущаго слёдуеть; 

1. Ерую кривизны переськаеть ъривую въ точкь прикосновешя 
{такъ какь ихфеть съ кризою сопривосновеше четнаго порядва). 

2. Если дв® кривыя нхфютъ въ общей точк® прякосновене не 
ниже 2-то порядка, то онф имВють въ этой точ не только общую ка- 
салельную, но и обний вругь кривизны. 

3. Въ точ перегиба.у=0; у не обращается, вообще говоря, 
въ безконечность, сафдовательно, м®ра кривизны равиа нулю, радусъ 
хревяаны обращается въ безконечнооть, круз кривизны въ точкт пере- 
зиба обрашавтя въ хавательную в5 этой тоикь. 

. Вь эмочкь возврате радбусь кривизны обращаетея вь 0, круь 
вы обращается въ зночку-—самую точяу возврата. 


Айотвительно, дзя точки зозврата выполняются одновременно ураз- 
иен 


Ко, 0, В.=0, О и ЕР, 0. 


Цослёдиее показываеть, что лёвая часть урзнненя хдя углового 
воэффищента касательныхь 


ХАЗЕ, УЕ, 
обретя въ точный квадрать 


ее 
Е УР ши рева Бу 
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Но у’ дя двойной точки опредёляется уравкещемъ ^ 
ВИЗЕУ ЗЕ. уЗ-- Е, уз (ЕЕ Ву) у=0, 
для точки возврата коэффищенть при у’равеёъ 0, а предыдуще члены въ 0 


не обращаются, слфдовательно ; =0, и ДА=0. НапримВрь; для цис- 
соиды (2? у?) — ау 0 въ точкВ возврата (0, 0) 


обращается въ 0, а 


р , ба". 
обращается въ безконечяость (во при этоиъ Ё,. У= За— —_ обращается 
въ 0). ( 

5. Круть есть единетвенная кривая поетолнной кривизны. Это можно 


получить непосредетвенно, разыскивая функцию, удовлетноряющую условю 
== 6003., т. в. интегрируя это дифферевщальное уравяенше, во 


= 


пу 
можно получить и ешь образомъ. Если «—-утоль касательной 
съ овью 2, то 4 ща, отсюда 

[а 


и такямъ образом 
42 =4.06085 п ду—4. эта, 


Но по опредфлевю 
= В. 4 (8) 
слфдовательно 
т = В. с05а 4х 
ду= В. ща аа. (7) 
Если В — С019., то отсюда имфемъ: 

= = Езше | С, 
у==— В.005 а + С 
— + у- С = В, 


это воть уравнея:в окружности. 


заи исключая в: 
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$ 27. Эволють (разлертка). Уравнения (5) предыдужаго параграфа 


ушу?) у) 
22 зулу ТУ “кусут @) 


позволявукь для каждой точки М данной кривой (К) построить соотвфт- 
ствейный цезтрь кривизны С. Когда точка М описываеть кривую (К), 
. точка С, вообще говоря 1), перем®- 
шается и описываеть нфкоторую дру- 
тую вривую (К), которая называется 
эволютою или разверткою кривой (К). 
Если въ (1) ввести радусъ кривиз- 
ны Ви уголь а касательной съ осью, 
=-овъ, формулы (1) перепишутся 


& &==- В.зша, у=у--Н.с0за (2} 
Черти, 36. 
Принфрь 1. Эволюта, эдлипса 


азвни Рон (а —В1) сом 


$=0008#— 6.008}. 


а в 
т — аа! 4231121526088 (2—6) зи 
и у а ъ 


Исключая отсюда { получаемъ (0ё)*% -- 63 = (аи — кривая 
им ю тая форму, подобную эетроидё и лежащая вса внутря эжлииса 
при «< Ъу?2. 

2. Эводюта типерболы 


въ параметрической форыф выражзется уравнешями 


: | 
вы +: 24| В 
5 ву в |, 


\ 


откуда по неключени # получаенъ уравнене 


(05) — (бе = (ау, 


1) Искдюченще составалеть круть центрь крвввны каждой точки которато со- 
эпадаоть съ 610 центроиъ. 
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3. Эволюта параболы у? Орх имфеть уравнеше 27р?—8(5-—р)— 
это тавъ называемая полукубичиая парабола. 

4. Эвозюта циклонды есть снова циклонда, только иначе рёеполо- 
женная: ея уравнеше &—а(!--310), == —@(1 — 008) переходить 
вЪ обычный зидъ при замвнё += л--Р, и перомфн® координать 


— 2. 


5. Логариемическая спираль: х == ае"@. Предположимъ, что ось з-ов% 
совиадаеть съ похярной осью и начало коордивать съ полюсомъ. Тогда 
Уголь в касательной съ осью х-овъ по предыдущему равенъ а=0--ф, 


$ =ла--&, 7 


ы 1 : 
ТВ вр = Для даннаго случая 7 =т, стало быть вр = п. Радусь 


кривизны, какъ нашли выше, А тУ1 Г жг: эту. 
Такиыъ образомъ 


уп (6 : й 
& = 1.0088 ‚Я @ Еф га &. сов р = — пи зро. 
эту 


по (1} этого Фа 


й 60 (в 
пятое У ( + 15036. 0% ф = тг с088. 
ту 
Чтобы получить уравнене звохюты въ полярныхь координатахъ, 
положинъ, что ея координаты: 5==06086, 7==оэто, Сраввивая съ 
предыдущими выражешями, имфенъ: о—и/,—516=6080, 316—008 6, 


л . . 

теб-оои сифлозательно, вводя въ уравиене спирали с и 0, полузныъ 
. =(з-Е 

уравиен!е зволюты ея о=ае < Эр 


но повернутая на нбкоторый угозъ, ибо замфтнытЪ, что положивъ т 
приведемъ уравнеше къ виду; 


„— то свова логарнемическая синраль, 


=>, 


( 


= 
е=а.е 


Свойства эволюты: 
1) Кавательною въ зточкь зволюты служить нормаль вё той 


точкть искомой кривой, ддя которой точка эволюты служить центромь 
кривизны. ДЪНствительно, мы уже знаемъ, что точка эволюты лежитъ =& 
соотв тствующей нормали, кром$ того изъ {2) находииъ съ помошью {1) 5 26 


4 =; —аВ-м0а— 8.6032. @а ав. зта (3) 
97 — 4% -- 48 .с08а — Вып а ди == 48.005 @ 


=. 54 — 


Позтому 
аз ау сажа” 4 
21 = сова, если — 6 а; а: «5 (4) 


т. в. нормаль кривой служить касательной. къ ея эволютв. 

2) Длина дузи эволютны равна разности радёусовь кривианы ву точ 
кать иоходной кривой, соотвитетвующить началу ц концу душу эволюты. 
Двйствительно, изъ (3) 


452 -- а? = Ч", т.е. 4в =2=аВ . (5) 


ееля &— дуга эвозюты, отвуда с =-5 (В В,). 


Если знакъ раяности Ё-— А, признать знакошъ 0, тб двойной 
знакъ можно опустить. 


3) Боль радщеь кривизны эволюты обозначимь В,; а В раёуь 
кривизны исходной кривой, то 


В==В-. (6) 


Дёйствительно, 45 == 4х дая исходной кривой и 46 == В, да, для 
эвожюты; ко. по {4} а, =&-|- 5 ‚ садоватезьно 4а, —4а и кромф того 
ио (5) 46 =-=а8. 

Такимъ образонъ-=4 = В, .да или съ помощью (6) 8 26-5 ДаВ-= В, 43. 

4) Опредфливъ эволюту для нъкоторой кривой можно. искать дая 
нея снова. гоометрическое мфсто дентровь кривизны; получимь овожюту 
эвохюты, или вторую эволюту дазной кривой. 

Сь: помощью формулъ’ (1—6) находвыъ,-бзначая &,, 1, В: & 


координаты цонура, радусь кривизны И уголъ касательной съ оеър 2-овь 
дяя эволюты о. 


& =Е— Ву мва, =5— Вчие — В, 008 а, 
21 =2-Р В, 6030, = у-- В 50а — В, Ша. 


Радусъ кривизны второй эволюты 


в, -- < в 06 — _ ав.ав, 


= 43.аВ 
Ъ№-=ЕВ- Е 


и сибдовательно, вообще 


что можеть быть доказано переходомъ оть я къ и. 
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$ 28. Инволюта или овольшента. Обратная задача: ддя донной 
кривой найти ту кривую, которой опа служизнь разверткою, приводить, 
къ имволютамь или овольвентамь. Если кривая задана уравнешами въ 
параметрической форм и притомъ вспомогательнымъ независиныиъ 
перенфивымь является дуга, то уравневя инвозюты мотуть быть полу- 
чены въ конечномъ видё. Пусть данная кривея есть 


$=9(9), 1=%9, 6) 
и пусть уравневя инволюты суть 
Х=$(6, У=4 (5). 2) 


Уравнене касательной къ (1) 


8) 


дояжно удовлетвориться при за#$н% текущихь координать Х, 1” коорди- 
натами точки (2), приналлежашей тому же значевю параметра о,— ибо 
нормаль въ точкЁ (2) есть касательная въ соотвётствующей точкв (1). 
Называя общее значеню двухъ такимъ образомъ получаемыхь отно- 


шевй 


получинъ; 
д=ё--', у=яят. (4) 
Чтобы нифть уравнены (2), нужно выразить я въ фунжши в. Для этого 
составимтъ 
в рота, (5) 


30 #2472 ==1 (такъ кажъ производныя берутся но дуг :1}). Тавимъ 
образомъ и выражаеть--вилоть до знака-_разстояще соотвфтствующихь 
точекъ криныхъ (1) и (2). Касательная къ (1) хояжна быть нормалью 


въ (2), отеюда 


ы + . т яя Ухо. ® 
Но дифференцируя (4) ниемъ: 
иене" 
ужин" 


6 — 
Вставляя эти значешя въ (6), каходимъ: 
Бет") =0 
(ера в) +в р 0. 


Но тэкъ какь независимое перомфнное дуга, то 51+ 1-1 я 
ЕЕ-Ч-ИТ-0 и таким образомъ послёднее уравнеше принимаеть 
викь, 3 - #0. Отеюда 


=. бо. (7) 
Внося это значение яъ (4), приходимъ кь уравнешямъ инволюты: 
я 6-9; уу еду. (8) 


Здбоь с ироязвольная постоянная. Такимъ образомь мы поду- 
чземт, ие одну киволюту, а безчисленное вхъ множество, ибо начальное 
зивчен!е родусь кривизны можеть быть принато совершению прояз- 
зольно. Во инвожюты будуть нибть вормалями касательныя къ дая- 
ной кривой. 

Приибрь. Инволюте круиа. Уразневме вруго въ параметрической 
формВ &==7.008$, у-=х. Ма можеть быть приведеяо #ъ нужиому камъ 


виду, ибо длин круга в=-т.# (г— радусь окружности). Сльдовательно, 
уваянен инвожюты будуть: 


6 об в 5 
&-==1 603 +9; уже тя — (6—6) 68 


ман, если счова ввести Фе: м 


#—1608#-1- (14--в} 1. 


у==гзщ | -— (74-6) 0052. 


$ 29. Огибающуя семейства кризыхь. Если уравнез!е, опредфля- 
ощее кривую, содержить нфкоторую постоянную величину, которой мо- 
жехь придавать различныя частныя зизчешя— как напринфръ, въ 
хр 22-9" 62-50 рамусь е‚—-то тавое уразкеше опредёляеть не 
оду только кривую, & цфаую совокупность кривых, которыя соотавтствують 
различным частнымъ зналенажь отой величины, какъ #о взатомъ прин 
значенямъ ращуса круга. Такая совокупность кривыхъ, опредВянемыхь 
одинмъ ураввешень 


Ри, у, с) =0, [3 
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(если взять прямодинейныя координаты), называется семействомь кри- 
выхь: тавовь нвиримфръ приведенный примфрь семейства концемтриче- 
скихъ вруговъ, также семейство концеятрическихь равностороянихь гииер- 
боль, семейство параболъ, ичфющихь одиу вершину н одну туже ось симет- 
Ти; циссоида, строфоида, цфпная лин, лемниската содержать каждая 
въ своемь простЬЯшемъ уравнеши тотъ или другой параметръ, которому 
можно придавать зюбыя зваченя. 
ДвЪ кривыя одного семейства, соотвтетвующя двумъ значевякъ 
параметра 6: су В с, = б---4е . 
Е(т, у, в) =0 а) 
Ре, у, а) =0 () 


пересВваются въ извфотномь чис28 точекъ. Если с; стремится къ су, 
т.е, 46 стремится къ нулю, то при выполнен. функщей Р’навфетныхь 
улов эти точки занимають предбльныя позоженя; тащя точки пере- 
сфченя безконечно-близкихь кривыхъ семействъ называются характе- 
ристическими точками, в геометрическое мёсто характеристическихь 
точекъ, соотафтствующихь нефмъ нозможнымъ значешямъ параметра, 
называется оибающею семейства вривыхъ, 

Для полученя урввнев!я огибающей, предположимт, что ЁР’(х,у,с1) 
иожеть быть разложено въ строку Тауюг”а по стеленяиъ 4с по крайней 
ыВрё до членовъ 2-го порядка, т. в, что можемъ писать: 


Е, у, ЕР (ау, и 46) РФ, у, в) 46. Е, (к, у.) + 
49. Е, у, о-в 46) —040<8<1) (“) 


Система уравнений (1’), (1") можеть быть замфвена системою (1*) 
й (1"*), в эта посяёдняя системою изъ (1) и уравнешя 


= Р(а, у, в) — Р(@, у, а) = 46. (9, во} т 4 Виа, у, 46). 


Раздфзяя послёднев уравнеше на 46 и переходя къ предёау 
Де-=0, позучииь уравнене 
Е@ез%-=0, 
которое выфетв съ (Г) и опредфлигь характеристичесвя точки, с0- 
отвфтствующуя значеню в параметра г. Опуская значекь с пре с 
и даван с всевозножвыя зваченфя, опредфлииъ вою совокупность харах- 
теристическихь точекъ (т. в. огибающую) днумя уравненаня 


Ри у е=о 1) 
ы Виа, у, 0. (2) 
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Мсключая отсюда в. получимь уравнеще отябающей въ видё 
$(2, у =0; рётая (1) и (2) относительно е, получимь уравнеюе оти- 
бающей въ параметрической форив 


#=$(), у=фО. 


` Привфрь. Прямая постоянной длины движется, опираясь вон- 
цами на двё взаимно перпендикулярныхь прямыхъ; найти ея огибающую. 


Черт. 37. 
Такимъ образомъ уравнене АВ. 


„Кривая должна состоять изъ чегырехъ сим- 
метричныхт, частей, соотвзтетвенныхь четыремъ 
прямымъ угламъ, образуемымь неподвижиыии 
прямыми, которыя примемъ за оси х-овъ и у-овъ. 
Если а уголь движущейся прямой съ осью 2-овЪ, 
то отрЬзки АВ на осяхь: ОЛ —-—в005а и 
ОВ =азта. > 


х 


+ 


та с08а 65 


дифферевцируя его по а получим: 


ззта у60а 
603? па , 


тажь чзо отибающая опредёкиется уравненями 


отеюда 


вин 


хзЗа усов +50 


я у 


7 ва | зта 

т т == — 200334 
Ива. —— | 608*а.—— 

Эаа Г 6050 

а.3ШЗа В . 
- —— —+ = 49ма 
Эша. ——-.-| 6053. —— 

за 608% 


ноключая а’ получимъ 


м м 
пену а 


т, е. искомая огибающея есть астроида. 
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Теорема: В» хаждой характеристической зточкь соотвьтетвенная 
кривая семейства и озибающая импктз общую хасатезьную. 

Пусть 1., у: характеристическая точка и с; — соотвётетвующее 
зназеше параметра. "Тогда нмфемъ 


" Ед, 91, в} = 0 (1) 
Ри» у, в) =0 (1”), 
Е ии 9-0. (>) 


Совыфстное существован!е этихъ равенствь показываегь; что по- 
дучаемое изъ Р(т, у, @)=0 выражеше с, какъ функщи хи у, при 
кодстановк$ 2-42,, уу, ДОЛЖНО получать значене с=е,. * 

Угловой козффищенть касатольной къ кривой семейства (1), с0- 
отвфтствующей значешю с, параметра, опредфлится изъ уравненя 


Еле, у, су Е, шоу, с) =0 {3) 


х въ точк% (2, у.) инфемъ: 


Рав, д Е, и, в) =0 8) 
Для огибающей получимъ угловой коэффищенть касалельной диф- 
фервнцируя (1} въ предположеи существоващя (2): ` 


сте 46 
ЕУ Е, Га, 


что съ помощью {2} приводится къ 
Е; (т, у, бу Вт, 9, в) =0, 


тд с замфнеяо по (2). Если сюда подотавимъ ха, у= у), ТО БАКЪ 
замфчено выше, волучниъ 


(в, уе) Ри Вы и в) =0 


т. в. значеня у; и у, раввы, ч. ит, д. 

Это свойство можеть служить опредвлеземъ для огибающихь. Ды- 
ствительно, пусть дано семейство кривыхъ {1). Есаи существуеть кривая, 
которая касается вефхъ кривыхъ {1) н которую мы назовем огибающей, 
то на каждой изъ кривыхъ (1), соотвфтетвующяхь различныитъ значенямь 
паранетра с, дожжчы находиться точки, принадлежашя огибающей. Каж- 
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дому значешю параметра соотвфтетвують поэтому онредфлевныя точки 
ца огибающей; и обратно каждая точка огибающей должна лежать 5% 
вЪкоторой кривой (1), соотв тствующей опредфаевному значению пара- 
метра с. Поэтому координаты точки &, 4 огибающей суть фунюци этого 
пораметра: „, 

8==#(6), д=Н() &) 
которыя должны обладать сфдующими свойствами: 1) какое бы ни взяли 
значеше с==е:, должно выполваться услов1е: 


Е ср, Не), в] ==0, 


ибо точка &, == (6, 2; == Н (1) дожиа лежать на кривой Ё(т, у, в) --0, 
т. в. уравнеше 

| РЕ (6), НФ, =0 65) 
должно выполняться тожественно—-и 2) касательная къ (5) и в 
кривой семьи въ ихь общей точк® должна быть общая, т.е. въ каждой 
точиЪ (4), при каждомъ значени с холжво быть, 


1 — Н (© (Е 86. 1, 0) 
= =0 ГИ НЕВЕ) 
или 
Е.В. 1,0. {6) 


Но если (5) выполнено тождественно, 10 нулю должна равняться 
полная производная (5) по с, т. е. 


он Е.Е, 
что съ помощью (6} приводится къ 


о= 6, 1, 9. о @ 
Итакъ, &, 9, какъ функщи с, должны выполнять (7) и (5), т.е. 
0— Р(Е, %, ©, ©) 


исключая изъ которыхъ с и получимъ соотношеше между &, 9 — урав- 
нее огибающей, 


Не всякое семейство кривыхъ донускаеть отибающую. Если (1) 
дннейно въ отнощени параметра 


Р(е, у, Оф (а, У) + е-р(, у =0, (8) 
10 Е. (@, У), и уравнены (1) и (2) приводятся кы: 
9, )—0, фа, )=0, 
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т.е. удовлетворяются тозько координалами точекь пересфчемя вовхъ 
кривыхъ пучка, (8). Тазъ ве кривыя 2-ой степени 


а.о 
проходатъ черезъ четыре вершины прямоугольника, образуемаго прямыми 
ЕТ и УТ, 


которыя и будуть единственимии характеристическими точками. 

$ 29. Второй тииъ задачь на огибаюлия. Въ приложеняхь 
теори огибающихь довольно чаето вотрчается ибкоторое видоизм нее 
задачи, © которомъ слфдуеть упомянуть, — именно семейство кривыхъ 
можеть быть задано уравневемъ 


Е(, у, а, 5) 0, {9} 


<одержащимъ не одинъ параметрь, & два а я В, связанныхь соотно- 


шещенъ _ 
Ф(@, 6) ==0. 00) 


Тогла по (10) можемъ въ (9) разсматривать $ какь фувеЩю а, 
и по вытедовазанному добалить къ (3) и (10) уравнене: 


+В (11) 
Но изъ {10) ваходимъ 
* 8: 
9.770 @2) 
4 : 
Исключая изЪ (11) и (12) Яа* Поаушиь уравнеше 
Е,. 5; В.Ф. =0, {13) 


Еоторов выфстё съ (9) и (10) опредфлить огябающую, уравненче которой 
получимъ, исключая изъ трехь уравнен! два параметра @ и $. 
Примёръ 2. Огибающая лает, для воторыхъ постоянно прё- 


изведене осей. Семейство в ий бт при усломи а ==Сонз ==". 
Составляемь уравнешя {11} и И 2): 


в Ио а-6=0 


вокяючене, 


рН : 
я -0-в=Ы 


== 4а:У2, у- 56:У2.'. 2лу-= + № равиосторонння типербола, 
которой асиматоты суть оси, облйя воёжь эялипбамъ, 

Аналогичнымь образомъ рёшается задача и въ общемь случа, 
когда семейство кривыхь зависить оть # параиетровь а:...в„, связая- 
ныхь между собою и—1 соотношенями, Пусть 


, Ее аь. ао 0) 
уравнене даннаго’ семейства, и 
Фа, : -.в}=0 Е {2) 


соеотношевя между п параметрами а:...0,, 
"Гогдя, какъ и въ предыдущемъ случзв, считая одикъ изъ пзра- 
метров, напринврь а;, 3% независимый, пишемъ: 


да 4, 
== 


[=] 
да; 
в ироизводныя р опредёяяемъ изъ #--1 уравненй 
5. 
ей Ив 


. аль 
до, аа, в 


9Е де 

9 9 

ва, ’ 98, `^*° (8) 
9%„-: 99, 

ва, ` ба, *° 


Тазимъ образом иыфемь я-Р1 уравяеши (2), (2) п (2) изъ кото- 
рыхь и нужно исключить а,...а„, чтобы получить уравнеше огибающей. 


— 63 — 


$ 30. Иринбнен!я теорфн огябающихъ, 
Теорема 1. Аривая лишн (`Етеометрическов мфото точекъ) есть 
оибанощая ея касательныхь. Въ уравнеши касательной 


У— ую -о @) 
ЕЪ кривой у- (2) ножемь разсматривать абепяесу точки прикоснове- 


ня, какъ параметръ, Тогда взявЪ отсюда производную по этому пара- 
метру позучин: 


23(Х —2)=0. (в) 


Если данная ливя не прямая, хо 9 2 9+ 9 и такимь образомъ (5) 
дасть Хх, посяв чего (а) даеть У—у,-характеристическою точкою 
яваяется для каждой касательной именно точка прикосновеня, воторая 
такинз, образом» является тозкою пересёченя лвухъ безконезно-близких 
касательныхъ, 

Теорена И. Эволюта кривой есть озибающая ея нормалей. Уравке- 
;1е нормали 


хе -у-о 


или, если кривая задана въ параметрической фори$: 
2 (ХЭ -УУ-у=0 
Производная по параметру даеть: 
(Ха ри у". 


Это ТВ же самыя ураввеня, воторын въ $ 25 сзужили для опре- 
дфленя центра кривизвы. Такимъ образомъ для каждой пормали харак- 
теристическою зочвою служить соотвётотвенный пентръ Бривизны, и 
слЬловательно огибающею пормалей будегь геометрическое исто яхъ, 


т. е. эволюта. 
Примфры на огибающе: 3} Найти огибающую прямой, отрёаки ко- 


торой на осяхъ координать таковы, что построенный из нихь прямо- 
утольвикь имфеть постознную изощадь 3 (гинербола}. 
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4) Найти огибающую поляръ неподнижной точви С въ отношения 
<истемы софокусныхь элянисовъ и гнерболъ. (Пзрабола). 

5) Огибающая эялинсовъ, сумма осей которыхъ есть воличииз 10 
стоянная — 2%, воть астроида 27° -|- у" — 8. 

6) Прямой уголь движется такъ, что одна сторона его проходить 
черезъ неподвижную точку, в вершина описываеть данную неподвижную 
кривую. Найтя отибающую другой стороны. 

Если данную точку примемъ аа начало координать, и уравнеше 
данной кривой нозьмемъ въ параметрической форм 2—9(), у== $ (9, 
то уравнен!е одной стороны угла у-=тх и + (}-тф(й =0, в уравненю 
Другой стороны 


УЕ 
ИДИ . 
Ур -- Хо, @) 


Отябающую э10й стороны и ищем», добаяляя къ (а) 


+ хо = 299" + 94) ® 


Искаючая { изъ (а} и {5), получинъ искомую огибающую. 
Но рыизя непосредственно уравненя (а) и (5) отлосательно Хи У 
зозучинъ 
хх и (99) 


9’ — 99" 9—9 


уравнещя огибающей въ параметрической форы%. 

Если кривая, которую опиеываеть вершина ‘прямото угла, дана 
въ полярныхь координатахь и полюсояь служить данная неподвизнья 
зочка, то предыдунуя ураввешя праяимають видь: 


4". 
=— И 
г 8+ 7с036 
@ 
У=—-. 60; р 
я вв узше, 
Частные случаи: 3) данная кривая-—праная ляня; огибающая-— 


парабола. 


Ъ} Данная хривая-—циссонда, данная точка--ея точка возврата; 
огибающая — парабола. 


©) Данная кривзя---лемниската, данная точка—ея узезъ;. огибая 
шая—равносторовивя гицеубола. 
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Задача о наустикахь. Пусть наъ свфтященоя чочши © (а, 5) выходять 
‚зузи я, надая на ‘врявую (С). отражаются оть нея, какъ отъ зерваха, 
Огибающая отраженныхь лучей называется каустикой (по отраженно) 
вривой {С}. Между угломъ 8 нормали съ осью 
Х-овъ, угломъ у— луча падающаг и а— 
уча отраженнаго въ силу закона отражен 
свфта существуеть связь, выражаемая равен- 
ствомъ 


Деми иимв 
Черт. 38. вали 
в—в=у—В, 
‘откуда 
в = 20 —у; 
замфтивь, что 00128 ==-—— у’ и слВдовательно, 
Е: И ы 
4128 == ети и затфыъ = а’ 
„иохучииъ 
2’ 8 
ще ха’ _ Зуи) 
1+ 3—9 ему) 
(2—4 13} 


Поэтому уравненю прямой МЗ напишется 


а) #—Фа Эту 
Не-а — у”) —зуе-—а) 2—0. 


Приравнявъ вузю производную твой части Шо т, иолучимь ио 
`приведеня 


< пиву -аут-у фи е-9+ 
Ну (б-р а-уих—э--ачу) у а-а—и—9)] 0. 


Рьшая уравяешя (а) н {5) въ отвовени Уфу и ХЬ—, поду- 
чныъ уравнене каустики по отражен въ параметрической фори$ (счя- 
тая, зто у, У ну’ выражены черезъ х по уравненю кривой (С} у==/(=)). 

Примёуъ. Каустика круга ость улитва Паскаля, ест свфтяшаяся 
точка ложить на круг. 


„Земисли Ниаутал. Херьк, так." 5 
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Кризыя пресяъловани (сош\феа бе роптваце, УвгювопезКогуе)- 
„Точка 4 == (а, \) онисываеть кривую, опредфленную уравненемь 


На, в) =0, И 


днигаясь равномфрно, Опредфлить Геометрическое мёсто точки Вы, у) 
воторая двитаясь также равномёрно, постоянио напразляется къ точкё А. 
ЗВь силу формулированнаго условны, касательная къ искомой кривой вЪ 
108$ В (которою въ каждый данный ибменть опредфляется’ направле- 
16 даиженя точки Я) долина проходить черезь точку А: тавииъ обра- 
зомъ уравнее 


= 4х —® 
дояжно удовлетворяться при подстановкв У==у, Х== 2. фам ыВняя 
Е: р 
„— ий и). | 2) 


Услове ранномфриостя движен! хавть-—есди п означать. отиоше- 
йе скоростей точекь Ди В: 


41 =, 
Или 
дз | + (5) - Зе бу 8) 
Изъ уравнений (1), (2), (8) и оровожижы, первысь двухь араб“ 


4 ‚4 
2. ды я съ помощью 2, у, о, аа -* потаваиь въ (3). 


Если, наприифрь, точка А описываеть прямую ива, то принимая 
66 за ось у-овЪ имвемъ: 


2-0 Фуа а ®*И(+ #))= (2) 


ихи, такъ какь по 2) == то 


Остается самое общее звачеще у, обрашающее это уравяеше въ 
тожество, найти по правиламь, Боторыя ‘излагаются въ ыы зитегри- 
рованя дифференщаяьныхь уравнешй, 
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Задача о тразкторихь. Нсли сомейство вривыхь задано уравне- 
Шемъ, рёшеннымъ отиоснтельно параметра: Ф(т, у =0, то черезъ 
каждую точку проходить только одна криван атого семейства. Тома 
можно поставить задачу—-найти кривыя, которыя пересёкають вс кри- 
выл даннато семейства подъ однимь и тёмь же угломъ. Таыя лишит 
называются изоюнальными тразктораями даннаго семейства, и въ част- 
ности, если онф вотрёчають кривыя семейства поль прямымз углонъ,— 
ортоюнальными тразкторями семейства. Такъ инвохлюта есть тразвтомя 
касалельныхь къ данной кривой. у 

Выведемъ общее уранкеше ддя изогональныхь тразктор. Если а 
данный угопъ и ав а ==, то выражая, что уголь между касательными 
къ кривой еемьи и къ искомой кривой въ общей точе$ равеяъ а, имвемъ: 


4 
В а. и— з. -— угловые коэффищенты касательныхь соотвфтствевно къ 


искомой кривой и къ кривой (1). Это уравнеше перепишемъ: 
$. 4 -|- $, ау —т(Ф, 48 — $. 4у). (а) 


Если же ищемъ ортогональных траэктори, то должны положить 
равнымь нулю знаменатель 


1_®. 9 _ 
$ 


Если напримёръ, данное семейство есть пучокъ прямыхъ, проходя- 
щихъ черезъ начало, то У — С- еб уравненю. Ортогональныя траз- 
= 


вали $, — Ф.ду=0. ®) 


тори опредфляются уравнешемъ 
@ у 
. 7 И ду=о 
я + =0, 
или по уможени на 2*: 
: . тах -Нуау=0. 


Давая часть ня что нное вакъ 14427 9°), олвдовательно, шов 
траэктоши опредфлатся уравнемемъ 22 -|- у? — Совзь— это ЕаКЪ и 615- 
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р л 
довало ожадать, кругя съ цевтремь въ вершин® пучка. Если же в + 5, 


10 имфемъ 
ау — уд гад -- уау 
п те 
иак 
ху — уах = т (ааа + уу). 


Чтобы найти кривыя, ‘которыя этому уравнению удовнетворяють. 
прибфтвемь жъ введено полярныхь коордиватъ: 2=2и.0058, уу. 3106. 
тотдь хах--- уу -=тдт „а гу — ух" 48 так что уравнен!е по сокра- 
щени на г принимает видъ: 


74а = так 
или 
4. 
ттт 
то воть 


Н 
ава. (3); 


отсюда самыя функии могуРь различаться только на постоянную, кото- 
рую означимъ 100: 


5 
ют, БС, 


то есть в 
=. е* 


Изоговальными тразвкторами пучка прижыхь авзянлоя Зо8рио- 
мичесия спирали. о 

Примфрь 2. Ортональными тразкторяый` семейства параболь 
9-02? являются оадешсы 271 2—0’. Къ квалратурв приводится и 
вахождеше изогональныхь траэкторйй. 


Мы предположили, что уравнене семейства кривыхъ дано въ р%- 
щиеиномъ относятельно параметра, вид». 


Если же уравыенв свмейства задано въ видё не рёшеннонь 
Ф(г, у. 9—0, [© 


то составивъ соотвётотвенныя уравненя (а) или (5), исключныь затёмъ 
параметръ с съ помощью (с). ` ы 


Приложеня дифференщальнаго исчиелена къ 
геометри въ проетранетв®. 


$1. Опредёленя. Вяды уравиеня поверхности и кривой в» 
пространств. 


Въ пространствё положен!е точки опредёляется тремя координа- 
тами. Въ систем% прямоугольныхь координат эти величины суть раз- 
стояня точки отъ трехъ взаимно порпендикулярныхь плоскостей—пто- 
свостей коордиватъ, обозначаемыхъ обыкновенно 2, у, 2. Въ систсив 
сферическихь координать эти три ветичины суть разстояне х точки 
оть нолюса (ращусь вевторъ), уголъ # ращуса вектора съ его ортого- 
нальной проэктей из опредёленную основную плоскость и угодъ ф этой 
проэвщи съ опредфленною прамою въ этой плосвости. 

Если полюсъ совиздаетъ съ началомъ 500р- 
динать прямоугольной системы, основная 110с- 
вость-—<съ плоскостью ХОТ и основная пряная— 
съ 0ью Х-овъ, 10} 


х-=106086. 608 ф 
у-==170059.зН1ф 


= ти. 


Черт. 39. 

Жоли три координаты связаны между собою однимъ сооткошежемъ, 

то двЪ изъ нихъ остаются ипроизвольны. и инъ можно придазать всевоз- 

можныя значешя. Тогда третья въ силу предиохоженной зависнмостя 

дяя каждой пары звачен! первыхь двухь получаеть уже опредфаенный 
значення. Пусть. вапримёръ, 


=— Ге, 9. а) 


Взавши какую нибудь чару значенй я ну, т. е. какую инбудь 
лочку въ нлоскости ХОХ, въ сизу (1) получавиь для © опредёлойное 
значене, и, сяфловатольно, на першениякуляр® &Ъ плоскости ХОР, воз 
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ставленномь во взятой точкф (2, у), получаенъ опредфленную точку, 
находящуюся на разстояви, равномт этому значен 2, оть изоскости 
ХОР. Вен совокупность этихъ точекь образуеть поверхность. 

Но поверхяость можеть быть задана также не рёшеннымт, относи- 


тельно з уравнешемъ вида 
Ея, у. )=0 {2} 


или, навонець, всё три координаты могугь быть выражены, какъ функщи 
ввхиху-нибудь двухъ независимыть перенфиныхь, которын обозвачимъ, 
напринёръ, черезъ и ин. Такимъ образомъ: 


хи, %) Га 


будуть уравненя поверхности въ параметрической фори$. 
Если. же 2, у, г суть фунвщи только одного независикаго пере- 
мфннаг, наирямврь, { 


«=ф(и,*), у=р(ы, 3), 2 


х=ф( 1) 
у=2() 4) 
8% (9 


то получаемъ не поверхность, & кривую линию въ пространств}. Исклю- 
чая изъ (4) Е приходимь, вообще товоря, къ двумь соотвошещямъ 
между д, у, 2 

Ф(и, у, 2) =0, Ч, у, 2) =0, {5) 


каждое изъ которыхь въ отдёльности опредфияеть поверхность, и та- 
химъ образомь кривая лишая является, вакь пересфчене двух. по- 
зерхностей. Бе всякая кривая можеть быть, однако, разсматриваема, 
закъ полное. пересфчене двухъ поверхностей. Такъ, если имфемъ два 
конуса второго порадка, иуфющихь одну общую образующую, то хиз{я ихъ 
переефчен:я распадается на эту общую образующую и на кривую линпю. 
И эта послБдаяя не будетъ, слБдовательно, полнымт пересфчененъ 
двухъ поверхностей. Произвольная плоскость пересфкаеть каждую изъ 
воническихь поверхностей по кривой 2-го порядка, и эти дв кривыя 
иыфють четыре общихь точки, одною изъ которыхъ будеть точка встрёчи 
общей образующей съ сВкущею плоскостью. Тажимъ образомъ на долю 
вривой лини пересфчешя поворхиостей остается тря точки. Мы инфемъ 
тавимъ образомь кривую. которая съ пронавольно ззятою нлоскостью 
ъпересфкается въ трехъ точкахъ. Называя вообще порядкоме кривой въ 
пространств® число точекь ви пересьченя съ производьною злоскостью, 
можемь сказать, что кривая пересфченз взатыхь конусовъ есть кривая 
3-го порядка. Она называется‘ косым конымвскымь сфчещемь. _›. 
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Уравнешя (4} могутъ выражать и плоскую кривую. Необходинымъ 
и достеточныхь усломемь для этого будеть 10, что должны существо- 


вать таыя четыре постоянлыя О ЕН “ чтобы уравнене 


удовлетворялось при закн% 2, у, г ихь вырежениии (4), каково бы 
ви было значене #,—т. е. при извёстныхь значеняахь 4, в, 6, В 


должно существовать тожество 
Ар -- Вр =. 
Возьмемъ отъ этого тожества три раза производную по #. полузимъ 
А’ (9 -- Ву’) -- СХ 0 =0 
А" Ву" 0 - СГ =0 
дд -- Вр" о--бр 0. 


Для того, чтобы ати‘три уравненя были совефотны при 4, В, С 
отлизныхь оть пуля, долженъ обралцаться въ вуль опредфлитоль: 


|тух | 
9х |0. (6) 
ор" 
Эо услове необходимое, Мы покажемъ делфе, что оно будеть и 
достаточным. 
Примёръ. Показать, что вривая заданная уравнешами: 
х-заР ие, утееГыре, ово 


есть кривая плоская. 
Замётныь еще, что частнымъ случаемь уравненй (4) будеть тоть, 


когда за незввисиное неремфиное возьмемъ одну изъ координать, напря- 
мръ, х,- тогда 4) приводится хь виду 
| у=4 (2), 

7 

2-21). а) 


ТВ же виды уравнев! поверхности и кривой получимъ в во всякой 


другой систем» координатъ. 
Относительно характера фувкц. фитурирующихь зъ уравне- 


зимкъ (4), изн (1), вужно сдёзать тВ же замфчаны, которыя быдя 
сдфламы: относительно плоокихь кривыхъ. 
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|. Кривыя въ пространствЪ, 


#2. Длина дуги н олементь дуги. 


Есаи имфемъ ифкоторую кривую въ пространств (которую прех- 
полатаеиь нелрерывною) и возьмемъ нё ией точки А и В, то, соеди- 
цивь Аи В прямою, получимъ, что пуль оть А до В по прямой АВ 
будеть короче веякаго другого, слёдовательно, и пути, проходимаго по 
кривой. Коли между Аи В возьменъ изкоторое число: 
точекъ, напримВрь двё С, Ш, хо длина ломанной 
_8 АСРВ будеть болфе прямой АВ. Взявъ снова точкя 

па кривой между Ан С, межу Си р, между Ри 
В и соединяя ихь прямыми, получимъ’ новую ломанную, длина которой 
будеть болёё предыдущей ломанной. Продолжая тоть же пропесоъ 
даже и. измёряя каждый разъ периметръ получаемыхь ломанныхъ 
лин, мы получимъ радъ возрастающихь чисель. Воли этоть рядъ имё- 
еть предфяъ, 10 этоть предёаъ мы и назовемъ: длиною дум вривой АВ. 
Отдфльную сторону. ломанной дяши, когда число сторомь становится 
сколь угодно велико, а каждая сторона сколь угодно малою, назовем 
злементомь душ и обозначииъ 4. Если х, у, г координаты начала этого 
элемента, то проэкщн его на оси будуть 4х, ау, 42 и, слвдоватольно, 


аа ай -- ав ®) 


Косинусы угловъ, которые этоть оэлементь дфаьеть съ ь осями 00 
Данать, х зараатоя отвошенями 


Черт, 40. 


. ЕР И [о 
3. Касательная прямая и касательная плоекость. 


Проведемъ черезь точку (х, у, =) прямую, которой направлеше 
опредфлялось бы восинусами {3}; 


Хх Ту Де 


аа (10) 
42 4 4 

ид 

в.) . Ха Уи Иа 


а. 42 * АЕ) 
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Эт прямая будеть содержать не только точку (д, у, 2), но и весь 
примыкающий къ ней эдементь дуги кривой. Она называется касатель- 
ной къ кривой, 2.(2, у, 2} — точкою прижосновеня. То ше самое урав- 
нене получимъ мы и тЬмъ путемъ, которымъ подучили уравяеше касв- 
тельной въ точкё цлоской кризой,- именно, разсматривая эту прямую, 
кахъ предфяьное положене ефвущей, двВ точки лересфченя воторой съ 
хривою стремятся къ совиаденю. Даля того, чтобы касательная въ точек 
(2, у. 2) существовала, нужно. чтобы функщн ф, ф, Х зи ки для с0- 
отвфтственнаго значеня параметра # опредфленную производную. 

Если кривая задана уравневшами внда (5), то разсиатривая яхъ, 
хакъ результать исвоченыя # изъ уравнен (4), должны получить т0же- 
ства при подотановкв въ нихъ этихъ выраженЯ г, у, я черезъ 2. По- 
этому взятые въ атомъ предноложеня дифференциалы оть яёвыхь ча- 
стей 5} должны быть равны нужю, —т. е. 


ОАФ Фие-| Фу 9, | 


(12) 
ОР Ра р. | 


Отсюда 4х, 4у, 42 пропорщональны опредфлитедяиъ 2-го порядка, 
сосхваленнымъ изъ козффищевтовъ этих уравнений: 


4 ду 4 


> И ЗАТЯ > ка =. {13} 
РУ-ЕЕ ФЕ-ФР БРФЕ 


Мы придемъ къ этому результату, раздёкяя (12) на одинъ ры 
дифференщаловъ, капримфръ, 42, и рыпая ихь относительно Г и; 

Сравнивая (13) съ (11), долучимъ уравнещя касательной къ ври- 
зой, азданной уравнещемт, (5): 


_ ХХ Уи 2—2 (19) 
ИО ЕР ВЕ 


Но можно и непоередстяенно замфвить въ (12) 4х, ду, @2 пропор- 
зоназьными имъ по (11) величинами Х—х, У—у, 2—2 И Такамъ 
образомъ получимъ уравненя: 

ФФ 9--9—9=0.| 65) 
$ (Х — | (УИ (2—2) =0. ] 


РуЬшая эти уравнешя относительно Х—=, У—-у, прадемъ сноза 
къ ураввешямъ (14). Такимь образояъ урзвнешя (15) тавже опрод- 
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ляють касательную къ кривой (5), какъ пересфчене двухъ плоскостей, 
проходящихь черевъ точку прикосновеня (2, у, 2). 

Представимъ теперь свб, что, сохраняя неизмфнною поверхность 
Ф(г, у, 2—0, мы буденъ брать различныя поверхности #(2, у. 2)=0, 
которыя всф проходили бы однако черезъ взятую нами точку (7, 9, 2) 
и воторыя, сяфдовательно, должны пересвкать поверхность Ф (д, у, 2)-=0 
по кривымъ, проходящимъ черезь эту точку. Тогда изъ двухъ уравне- 
в (15), которыя при’ этомъ будуть каждый разъ выражать касательную 
къ кривой пересфченя, первое уравнене останется кензибннымт. Оно 
выражаеть,  слёдоватеьно, плобкоеть, которая ‹одержить касательныя 
во всевозножнымъ кривымъ, лежашимъ на поверхности Ф(х, у, 2) =0 
и проходящимь чорезъ ввлтую точку. Эта плоскойть называется ило- 
скостью касательною къ повержности Ф==0 въ вя точЕВ (т, У, 2). 


$ 4. Прикосновене кривой съ поверхноетИю. 


Опредфленю. Возьмемъ хЪкоторую. поверхность (Ё) и` нёкоторую 
кривую (С), которыя имфють общую” точку М. Говоримъ, что хри- 
вая (С) имнеть съ поверхностью (Е) прикоеновеше 
в-ю порядка, еели, взяв на (С) точку М’, безконечно 
А близкую къ М, в проведя череъ М’ прямую, не парал- 
«А дельную касательной плоскости кз (№) въ точкь М, 

: до’встрючи ея ‘05 поверуноетью въ’ точь М", по- 


лучимь, что М”М" безконечно-мадая порядка я 1 


(© 


Черт. 41. относительно раатовыя ММ’. 
Есаи поверхность (Р) опредёфена уравненеих., об 
но, О @) 


а кривая (С) уравнешями въ парэметрической форм (4), то данное 
опредфлене приводить къ такимъ аналитическимь критерямъ. 

Пусть М’ имфеть координаты 2. и, 2; и соотвзтетвуеть значе- 
ню & параметра {. Пусть ММ" —@ и пусть 4, м, т суть косинусы 
угзовъ М'М” съ осями координать. Тотда коордиваты точки №" суть 


#=а,--4а, 
у=и #8, 
Е=а, +4. 


„Он удоваетворяють уравневю (2), слфдовательно, 
О Рем, ии, аа). 
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Расиладывая правую часть по строк ТаУог’а, иыфенъ: 


ОР, 9, 2) -- ЧЕ, и, ЕЕ, -ФХ (16) 


ЕАВ ФУ означаеть сумму членовъ, содержащихь 4 въ стешеняхь 2-й 
и высшихь. Точка М! по предположению безвонечно-близка къ М; 
поэтому тлавная часть множитедя при 4.-—то есть тхавная часть 
Е, ев, РЁ.) равна (2Р, Е, »Р,). Посяфдняя йропорщю- 
нальна косинусу угла Л!’ М" съ перпендивуляромь къ илоскостн, ваеа- 
тельной въ М къ (2) п, сяфдовательно, въ силу сдфлавнаго усломя 
не равна вулю. Поэтому, чтобы уравнене (16) былое выполнено, 
Ри, у, а) и 4 должны быть одного измфревя. Но 


ми! ив- аи уфы. 


Поэтому, чтобы 4 было (в-- 1)-го порядка мзхостя относительно 
ММ!, результать подстановки въ уравнене поверхности координать 
точки М’, беаконечно близкой къ М и лежащей на (С), должно быть 
+в --1)-го поряяка отяосительно разности значенй дараметра, соотвЗт- 
ствующихь точвамь Ми М’. 

Если, слёдовательно, разложвмъ 


о Ре, д, ЗЕРЕН -ОЬ ФИНЫЬ-О, хи 


ы 
по степенямь (— 5), то въ разложени должны выпасть вс члены, 
содержалще (и —Ю въ степени ниже (п-- 1)-0й. 

Тавимь образомъ, если Р[ф(8. + (9, Х@]= (0, т дя прикос- 
новеня п-Ро порядка дояжны быть выполнены (в -{- 1} условё: 


2(0-=0, &(9-=0,.... 9) =0. 
$5. Соприкасающанея плоскость. 
Уравнев!е плоскости 
дх-- ВР С2--2=0 


<одержить три произвольныхь „постоянныхь — отвошеша 3-хъ зоэффи- 
щеитовь къ 4-му. Поэтому, чтобы плоскость иыфла съ крикою пряво- 
сновеше возможно высшаго порядка, можно ва ное наложить трм условя, 


к 
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т, в. плоскость можеть ныфть съ вривою прикосновеще 2-го порядка. 
Дия этого должны быть выполнены услов!я: 


де-р Веро, [0 
Аз’ Ву =0, {в} 
АР ВИЧ СР. (© 


В преднолагаемь, что х, у, г суть функции & по (4), 
Искаючивь Р изъ уравневшя плоскости съ поможно (а). получимь 


А(х—-- В+ —ф9=0, @ 
з уедовя (5) и (©) доставять: 


А в с 
Уи гр уу г° 


` Подставляя въ (&) вифсто А, В; О этв пропорщювальныя им 
величины, получинъ’ уравкене плоскости, имфющей оъ кризою сонри- 
хосновен!е второго порядка: 


(ау) (уе) ух) =0 


или въ вядё опредфаителя: ы 
ха Ру |: М % 
Ра у, 20 оно 
Ро р а. 


Эта плоскость называется соярикасающеюся пзоскбефью кривой (С» 
въ точкВ (М). ' 

Для касательной разности (Х— 2), (Гу), (2—2) № (1) про- 
порщональны 4’, У’, 2’; поэтому координаты каждой точки касательной 
КЪ (С) въ М удоваетворяютъ (17): соприкасающаяея плоскость прохо- 
дить черезь касательную 

Соирикасающаяся плоскость содержитъ в безконечно близкую ка- 
сательную—въ точь, соотвфтствующей (#- 4). 


Дьйствительно, эта касательная, если отраничиться нервою сте- 
ренью @, имветь уравнеше 


ре роки И 
га НУ о 


-т- 
Называя © общее аналене трехъ отвощенй, инфемъ 
Хана. а., 


У—у=у (+ | у.с.4, 
Ра 6-й .6.4. 


Эти значенуя, очевидио, удовлегворяють (17), каково бы ни было 6. 
$ 


В 
$ 6. Нормальная плоскоехь, главная нормаль и бинориаль. 


Плоская привая имфеть въ каждой точвЪ одну нормаль. Кривья 
въ пространств имфеть ихъ безчисленное множество. Всё ойф лежать 
въ плоскости, проходящей черезь точку в перпендикулярной къ каеа- 
тельной. Эта плоскость называется нормальной плоскостью. 

Ев уравиен!е: 

2 (Х—2) {у (У—у (2—9) =0. (18) 


Она перосфкается съ сопривасающеюся плоскостью по прямой, 
проходящей черезь точку (7, у, 2} и называемой злавной нормалью. 

Уравненёя главной нормали—(17) и (18) или, если рЫынить въ 
отношёни (Х — 2) и (У— У: 


Х—2 _ У-у 2—2 а 


Ву бат” Ау В, 
тдВ А, В, С озналаютъ кооффишенты въ уравнеши соприкасающейся 


плоскости. 
Другая замфчательная пормаль — перпендикуляр?, въ соприкасаю- 
щейся плоскости въ точ прикосновеня. Она называетоя бихормалью. 
Ея уравнене: 
(20) 


аконець, плоскость, проходящая черезъ касательную я бинор- 
чаль и слёдовательно, -веривндикулярная къ главной нормали, назы- 
вается выпрямляющею плоскоатью, Ея уравнен!е: 


{Вг—Су)(Х—я) + (47) (У—у)--(4у— В) (2—0, 


или въ видф опредфлителя: 
т | Х—, т. 2 | 


‘=, 1 в | 
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Три эти взаимно перпендикулярныя плоскости. и три взаимно пер- 
пендикулярныя прямыя ихъ пересфченя составляють элементы связан- 
каго съ точкою кривой треграннаго угла (тр!эдра), который называють 
иногда основнымъ трюдромъ. Поставниъ слВдующя усломя относительно 
выбора положительнаго ваправленя касательной, главной нормали и би- 
нормали: основной тредуъ долженъ быть комзруэнтень еъ системой прямо- 
утольнырь осей координать (т. е. при совы®щенш положительнего н8- 
правхен (я, касательной съ положщительнымь направленемь, ди Х-овъ и 
положительнато изпралленя главной мормалн’ съ похожительнымь на- 
правлещемь оси У-овъ положительное направлен” бниорналы должно 
совпасть съ положительныйь направленень оси 2овъ. При этомъ пы- 
боръ положительнаго направления кзсательной и главной нормали про- 
изволенъ, но этимъ уже направлене бинормали опредёляется вполи®. 


Назовень косинусы угловъ съ осный воорлипать, соотафтственно 
ОХ, 0У, 02: 


касательной, ..... Ри 
тлевной нормали. : .. 1, м, : 
бинормаля . Ду с 


Между этими девятью косинусами существуеть радъ соотнощев1Я,— 
тёхъ самыхъ, которыя въ знолитической геометри выводятся для девяти 
косинусовъ углов, которые дёлають новыя прямоугольныя осн коорди- 
натъ съ прежними также прямоугольныии, 


1) Сумма квадратовъ косинусовъ угловъ прямой съ тремя взавмно 
перпендикулярными ирамыми равна 1; то даеть во первыхъ: 


а врет 


Вирт, . р) 
Ир т1 


в0 вторыхь, то же соотношеше должно существовать и для оси ОХ 
а также ОТ и 02) откосительно основного траэдра: 


рав мые .. Г) 


2) Условя перпендикулярности: вр: 2. 


касательной и таавной нормали:, а! -|- вт Мун =0 1) | 
касательной и бянормали: . . : `62 + Ви уе=0 23) 


(п) 
тлавной нормаля и бинорнали: . 2-49 т—=0 8) | 
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осей 
ОХ п ОУ: 8-ти о и 
ОРи 02: дурит ро 2} иг) 
02 и ОХ: шт =03) 
3) Услове совыфстимостя (коягруэвтности): 
[а в ы 2 | 
|” 1 и" ип) 


4) Изъ уравненй (11) съ помощью (1) и (Т› мы можемъ выразить 
три досинусь одной изъ прямыхъ прн помощи шести остальныхъ. 
Такъ, первыя два уравненя изъ (Г), решенныя относительно ий, 


дають: 
@ в 7 
тр пр в фид. 


Кь этимъ тремъ отношеняжъ можно добавить равное имъ 4-06: 
в.а 8. В-у-7 Шт 
а(тэ—и) |- ("2 )--уби—т) 1 
зъЪ силу {Ги (ПП, 
Такиыъ обравоиъ: 
а—тУ— ни; 8==12 №; ут. ЧУ, 


Подобнымъ образомъ рёшая 3-е и 4-06 изъ (П› относительно н®., 


получимъ: 
м В п в 


пуэА 36—11 а 


я общее звачене отношен!я получимъ, налисавъ четнертое ямъ равное: 


Рут, тв. т = 
Пат э8) Е па) Ев ОЯ--ма) 


+1 


Ио это послёднее равно 1, нбо и числитедь по (Е) и знаменатель 
по (ПР) равны 1, такъ что 


Тру 78; та — у; в= ив. пу» 
Навочець, рёшая 2-06 и 8-е относительно 1 ны, найдем: 
д Р В 1. Аи. ия. й 


т Ив ат — дн ут) и ип)-Н»ат— вт) 
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и слфловательно, 


д=Вв— ут; ‘пу 0н; += ат— вв. У, 
$7. Кривизна и вручене, Сферическая ниднкатриса. 


Нодобно тому, кажь это было слфлано по отиощенно къ плоскимъ 
крялымъ, мфрою уклоневя кривой въ пространств» оть прямой или 
мърою кривизны можно принять отношеше угла между двуия безконечно 

‚ близкими касательными къ дут между точками прикосновеня, Называя 
указаяиый утолъ (==уголъ омежности) 2, получим 


= К (8) 


мфра зривизны. 


Но кромв этого угка смежности, который является 
угломъ между двумя посхвдовательными элементами кри- 
вой и который вотрётился уже в% теоми кривыхъ п20с- 
жихъ, кривыя въ пространствф приводять къ новому понят. 

У плоской кривой н трей олемезть и вов прое лежать въ 
одной и той ше плоскости. Кривая въ пространств въ плоскости не 
уаладываотся, и перейдя’ оть точки М кь точкЬ М”, похучимь въ М" 
човую сопривавающуюся пзоскость, Утоть между двумя бескодечно-близ- 
зими соприкасающимися плоскостями характеризируеть уклонене кривой 
оть плоскости. Онъ называется умомь пручешя, и, мтров крученя, (ити 
жтрою второй кривизны) ` казыволугь  отношеняе” ужа” кручешя кь эле- 
хенту дуги ММ’, Итакъ ° к 


К’, 


в, 7 ее) 


Черт. #9. 


если т— уголь крученя, Отсюда и`проясходить придаваемое кривынъ въ 
пространств» нанменоване кривыь двоякой кривизны (Стигай), и велн- 
чин (1) — миры лервой кривизны, 

Для получен я анатитическато выраженя первой и второй кривизны 
удобно лрибфтнуть въ введено воляия о такт называемой сферической 
андикатрис». 


Тредставимь себф систему прямыхъ, уравпеня которыхъ 
яжиг р; уе 4; 

или 

УФ 

У # 
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Зависять оть одною параметра. Чтобы характеризовать намфнеше на- 
праеденея этихъ прямыхъ съ измёненюмъ параметра, проводимъ черезъ 
которую точ: урямых, нараллельныя прямымъ системы, он образу- 
ють ыфкоторую коническую поверхность; язъ той же точки, какъ дентра, 
эписываемъ сферу рамусомъ, разнымъ 1, которая построенную конвче- 
<кую поверхность пересфчеть по кривой, Эта кривая и называется сфе- 
Рической индикатрисой для резсматриваеной системы прямыхъ. 

Совокупность касательныхь въ кривой двоякой кривизны предота- 
Ванетъ систему прямыхь такого типа: уравнен!е касательной зависить 
хть того же независимаго перомфннаго (6, $ или я), которое фигурируеть 
зъ уровневяхь кривой, Если черезъ = 
какую-нибудь точку, напримфръ, черезъ 
вачало координать, проведемъ прямыя, 
лараляельныя  касательнымь, то на 
«ферв, описанной изъ начала коордя- 
ватт радусомъ, равнымъ 1, получится 
жриввя, кзнъ пересфчете построенной 
конической поверхности со сферою, я 
какая-нибудь точка этой кривой иметь 
<вонми координатами какъ разъ хоби- 
нусы угловъ касательной съ осяыи ко- 
эрдинать (ибо в? -- 22-- уз 1). Угояъ 
феззонечно близкнхь касательныхь ра- 
венъ углу параляезьныхь имь обра- 
зующихъ, и изифряетея дугою кривой на сферф между точками встрёчи 
этихъ образующихь со сферою. Если ©— дуга построенной сферяческой 
‘ивдикатрисы касательныхъ, то 


40" —= 4 -- ав? -- 4" и @в==е. 
Тахимъ образомъ 
К= 


Черт. 43. 


уда татра" . 
УЕ, 


величина. обратная К, называется рт кривизны (первой): 


ЕЯ 


Но кы видёлн, это .-® ятд $3). 


(3) 


„Зааяожа Нкжьлат, Хорик. уимер* 


Сяфдовательно, ^ 


итд Оттуда 
° (4) 


Это и будеть выражене радуса кривизвы, если независимое пере- 
ибнное въ уравеняхъ кривой есть дуга (==6. Если же независимое 
перенфяное какое нибудь другое #, то 


@х 
вх 
в вш я 
@& 
и слфдовательно; 
`а 
и аи Фо в-х 
в о "оз 


'Такимъ образомъ - 


(иены 


Ау 9) — вии ит) ету. 


а у к ии аг, 
цоэтому предыдущее выражеще равно 


1 , а ий 
перу ТУ Не-а) уу, 


ули по извфстной формудв Эйлера: 


ера" Зурчеие ре уе 
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Заыфняя этямъ выражошень подкоренное воличество въ {2), по- 
лучниъ: 


ен , 
УТЕРЕ ЕУРр ы 


Если кезависимое перемнное есть хто —=1,2==0. Выражене 
упрощается, но привимаеть несимиетричный ВИДЪ. 

Чтобы получить аналитическое выражен для меры крученёя (ве- 
личича обратная которой называется тавже радйкомь крученя, хотя съ 
нею не связызается такое геометрическое зкачен, какъ съ радусомъ 
первой кривизны) строимъ сферическую индиватрису бинормалей и, на- 
зывая олементь ся дугя 40', нифемъ: 


та и 4-- Урай раз 
Такииъ образомъ: 


Не останавливаясь ва дальнЪИшихь преобразоващяхь, перейдемь 
къ выводу выражен производныхь девяти косинусовъ,—такъ называе- 
хыхгъ формуль Егепе1-бегге!,воторыя были ханы въ 1847 тоду Ргепе! 
и въ 185Е г. ФТ. А, бегтее, 


$8. Формулы Егепе$-Зеггеб, 


Примем за вспомогательное независимое перемфнное дугу 5, такЪ 
что кризая опредфлится уравненями: 


1—6). уф}, г=х(). 

Означая снова производныя по этому независимому перемяному 

и. ой 4 . 

значиами ('› (таяь что 2’ - в т. А.), вмфемъ: 
ау 1, а) 

и 

вии о. ® 
Выразимъ 9 косняуо0вь а, В, 7; 1, т, и; А, м, т черезь 


проязводвыя коордвяать но дугё: 
1) Касательная: мы уже имфаи 


аа’, ВУ, 78 (3) 
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2) Бинормаль: косивусы ея угаовъ пропоршовальны коэффищентамъ 
уравновя соприкасзющейся плоскости; если множятель пропоршональ- 
ности означить г, то 


дек г--2); пет); ету) (4) 


3} Главная нормаль: ся косинусы 1, т, в можно бы опредвякть 
по предыдулимъ формуламъ ($ 6, 1\;), но можно я проще: по пре- 
дыдущему (86, П. Ти 3); 


1 --6т-ув=0, М ит-- т -=0. 
Уравнене {2) при помощи (3} перенишется: 
в ву уго, 


а такъ какъ 4, и, т пропоршональны коэффишентамъ ураввешя сопри- 
касающейся плоскости, то въ силу 8 5 6}: 


Жи ву +’ =0. 


Сопоставляя эти два равенства съ ныписаиныхи выше равенствами 
($6, ПП. 1 я 3), заключаемъ: 


или, если назвать # общ знаменатель трехъ отиошенй: 


Аг, жму, вы. ‘ 


Подставляя эти значеня 1’, у’, 2” въ (4), а также замвняя 2’, у’, 2’ 
по (3} и сравнивая съ $ 6 (Уз), получимъ й==х, т. е. 


Ти, теыту, ий, (6) 
Возвышая въ квадратъ и скаадывая, ваходимъ: 
Пу, 


т. в, снова приходим къ заключению, что множитель г, нами введен- 
ный, и есть радусъ (первой) кривизвы, 
Выводимъ формулы для производныхь девяти косикусовъ по дуг. 
1) Касательная. Изь (3), дифферонцируя, имвемъ: 


=, у, иди, 


наи съ помошью (5); . 
а ‚_} 
в ”-; ©) 


2) Бинормаль. Дифференцируень второе ураввене изь (Г) и 
1,2) 8 в,-выбирая тв уравюешя, дифферонцироване которыхь не 
зведеть другихъ, ме опредбленвыхь ешо велнчинъ, кромё А, и’, т’. 
Получимъ: 

А ни ту =0 
аи вит -- (2 -- ви ут =0 
Но съ помощью (Ъ); 
Фет тв т). 


и 


и сяфдовательно, #', и’, >’ связаны двумя уравнешяни 
Иа 0 и ай аи" 0, 

сравнивая которыя съ (ИП, Зи 1) $6, видим, что 4", и’, '’ также про- 

поршональны ?, т, в, #0, конечно, множитель пропорщональности 

другой, — пусть г. такъ что 

{1) 


3) Главная нормаль. Для опредфлены Ё, зн’, п’ продифференциру- 
емъ по $ уравнены (ТУ.) $6; найденъ 
Ру — 8) + (ши — 8), 
т! == (а — у) + (а! — 47), 
а’ — ма) + @'— во, 
что съ помощью (6) и (7) припимаеть видь: 
Ту (ту п9) рии т), 
зи! — $ (врет), 
и р (р-н +; 0т— в, 


или, навоведь, съ помощью (ТИ,) и (ГУ») $ 6: 
(8) 
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Выразикъ теперь + черезъ пронаводныя воординалъ по дуг. Дяя 
этого-найдем® производныя ', и’, ?' п0.(4) и подставимъ въ (7). Имфент: 


пи Анти, 


". Е ке" аа"), (9) 


хто ® 


и. кайт ут, 


Умножаемъ эти равенства на ф, т, в и складываемъ, причемъ 
во вторыхъ сдахаемыхь правыхь частей замбняемъ сразу Г, #, п че- 
резъ та’, г’, +2’ по (5); найдемъ: 


Вр 
® 


Сай Бит тт) ту" гу") уе"). 
Еау”уг, 


`что еъ помощью (Т. 2} и (Ш. 3) $6 даеть 


у | 
Що туп } {10) 
о р аи ат | 
ихи р 
[уз 
1 1 И ‚ 
> орон 2' "а" (10°) 
ы ат ди" у ат 


Съ другой стороны, возвышая (7). вЪ квадрать -И окзадывая/ най- 
демъ: В 


1 
ан, 
т.е. Е и есть м%ра крученшя, введенная въ предыдущемь параграф%. 


Намъ остается составить выражене для радуса крученя, когда, вепо- 
могательное ивзависимое перьмфнное & ие есть дуга. Для радуса г перкой 
кривизны соотвфтетвующее выражеше уже есть. Нужно составить только 


р 
онредфлитель. Для этого заыфтивъ, что >= ; ‚ будемъ писать просто: 


‚я , : 1 4/2“ 
а, —тр овначая знавомь ' производную по #; и делёе зу==-, ; 


14, тада га : Фи 
м 5 а: == вии в (0). 
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10 же я для производныхь ув2. Такимъ образомъ, обийнивъ въ опре- 
дДфяителв мфота стровъ и столбщовь получныъ: 


ЕЕ НИЯ АОН НО. 
ЕН 5-Я 2—9 


если къ третьему столбцу нридать второй, умноженнюй ча в и вы- 
1..1 

нести обпбе множители р изъ-подъ знака опредфлителя. За- 

мёнимъ тешерь 


а" ВЫ РОМ Ве р 3"! 
т. [я г 58 Е 


и ко второму столбу придадимъ первый, уупоженный ва 5; вЪтреть- 


ему прададань первый, умноженный на э останется 


| 
п 5" | 
= ия е; м) | я у’, 
о 
| е-==). р | 

| 8 8 8 т 


если въ третьему придать второй, умноженный на 2 я вышести обифе 


1 
множители я в г членовъ 2-го и 3-го стоабща изъ-подъ эвака опре- 


дфлителя. 
'Такимъ образомъ: 


общее выражеве мфры кручения. 
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` Допожнимъ предыдуюя формухы еще обратяыми, -- выраженяии 


производныхь 2, и, 2 по 5 через кевять косинусовъ: 


х-а, У-В, Р-У по (3) (1) 
т 
т’. 


= а, у= по {5} (12) 


отсюда, дифференцяруя по $, находим: 


ы _ 


я. 
Е 
| 
1= 
— 
|8 
> 
> 
1% 
|2 
< 
3|> 


(3) 


$ 9. Соприкаедюнийея шаръ. 


Уравнеше шера содержить четыре произвольныхь коэффищеита 
{три координаты центра и радуусъ), которыми можво располатать, чтобы 
достичь наиболёе твенато соприкосновенщя шары съ крявою; ся®дова- 
тельно, соприкосновеще можеть быть третьлю порядка. Если 


(Х— Ве: фв0 


зто уравнене шара, то условы <оприкосновбнфя третьяго порядка суть: 
, и—б--и-пче-афвыо, ^ ` 
@ебпиритУе-о=0, 2) 
оо руне-пиа-у 20, (3) 
рее узи) 0. 
изъ которыхъ нужно опредфлить ЕЁ, 1, би В. 

Уравнене (2), выражаеть нормальную плоскость, тавъ что: 

центръ соприкасаюцилося шара ложить въ нормальной плоскости. 


Допустимъ теперь, что вризая выражена ураввешяни, гдф за 
независимое перемфнное прияята дутз. 
Уравнеше {2) нерепишется: 


вв -ви-у-т6—2)-=0. 6) 
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Уравнеше (3) приннмаеть съ помощью {1) и (12) 88 видь: 
тив фид {6} 


н (4) съ помощью (18) и (2) $ 8 


оне 


р 
318 —8) то -— У —2 + 4’) 


1 
8—9 Ее —2. 
СЪ помощью {5} и (6) это уравнене замфияется таким; 
АЕ веде’ =0 ° ой 


Умножая (5) на и, (6) на 1, (1) на Д и складывая, получниь въ 
оизу (11; 1)-и (Н.Е и 3}, 86: 


ть дан. (8) 


Точно тажь же. умножая (5) иа &, (6} на м, (7) на м и склады- 
вая; получявъ вЪ визу (Г, 2) и (И, 1 #2} 9-8 6: 


—у=те— о". (3) 


Наконець, умножая (5) ва у, {6} ва в, (7) на т в складывая, 


найдемъ: 
фан тои, (10) 


Возвышая (8), (91 я (10) въ квадрать и складывая, получимь по (1): 
Ве розу, 1) 


[съ помошью (Г, Зи 3) и (1, 3) 8 6]. 

Координаты центра сопракасающагося шара опредёзяются тремя 
уравневими (5). (6) и.{7), т.е. важъь пересфчен!е трехъ опредфляемыхь 
ими плоскостей, -паранлельныхь плоскостяуь основного трдра: а) нор- 
мальной плоскости (5), В) плоскости (7), паразлельной соприБасающейся 
и паходащойся оть нея на разстоянм, равномъ 0”’, и 6) плоскости (6), 
параллельной выпрамляющей, находящейся оть нея ва разстояни, рав- 
вомъ г. Плоскости (5) и (6) опредфляють таким образомъ прямую, 
перпендикулярную къ соприкасающейся плоскости. Эта прямая ветрф- 
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чаеть соприкасающуюся плоскость въ центрё круга, по которому перес- 
кается съ нею соприхосающися шаръ. Коордиваты точки вотрфчи опре- 
дфаяются, слВдовательно, уравнетями: (5), (6) и 


ав юви-у в -д= 


Такъ же, какъ я выше, отсюда найденъ: 


&—х= И, поузми, фени (12) 


тажь что ращусъ круга офчешя раленъ х—- радусу кривизны. Такимъ 
образомъ круюмё кривизны для кривой въ проетранствюь явлнетея круль, 
по которому переспжаеть соприкасающалея плоскость соприкасаюиийся 
знаръ точки. кривой. Ето цевтръ- цевтръ первой кризизин- лежить на 
тлавной нормали, Пентръь первой кривизны лежитъ тавже выфетё съ 
центромъ соприкасающагося. шара _на- прямой (5), (6), которая называ- 
ется осью кривизны или полярной кривой. Разстоян! жежду этини двумя 
точками равно 07”. 

Чтобы яснфе представить себ взаимное расноложеще: вофхъ пере- 
числевныхь ливШ, вообразимъ себф, что плоскость чертежа есть нор- 
мальная плоскость въ точ М "кривой, такф что касательная периен- 
дикуяярна вт М жъ плоскости чертежа, Сопривасзюнийея шарь пере- 
сБкается нормальвою плоскостью по большему вругу 
съ центромъ въ С,. М№--бинормаль, ММ -глав- 
вая пормаль и. С (средина ММ) —педтръ кривизкы 
(первой). МС. и МС, —радусъ 1-ой кривизвы и 
радусъ соприкзсающагося шара, Изь чертежа 
видно также что СС»—” равнь МР-рабусу 
круга, по которому сопрякасающёйся шаръ пере- 

Черт. #3, СВкзется выпрямлающей плоскостью. 

Можно присоединить 5ъ этому еше, что уравнене плоскости, ва- 
сательной къ соприкасающемуся шару, какь перпендикулярной къ ра- 
дФусу ето №С:, напишется: 


"(Хэ на(у-у-ии- 2] 
[АХ — ++] =0; (3) 


онз, очевидно, проходить черезъ касотельную къ кривой въ точкЁ М. 


Уравненю прямой, по которой нормальная плоскость пересфкается съ 
этою плоскостью, напишется: 


Х—» У— #—2 
тт ту ой ' 04 
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а урзвяен!е ращуса МС, съ помощью {8), (Эли (10} можеть быть получе- 
ко под, видомъ: 


У—у 


о ит ет @5) 


$ 10. ИБкоторые частые тины вривыхь въ пространетвй. 


, `а) Линии, для которыть первая кривизна равна 0 (и т=оо) суть 
прямыя. | 
Действительно, если 


Еузирер 


4) 


то при вещественныхь фуйкщяхь 4”, $’, =” должно быть въ отдёльности 


#0, лы 0, 


и, сабдовательно, 
а С 
т, е. 
#6. 5-0, уе. 8-91, в==0,, 8-9, 


тд с, я 9; --произвольныя посточныя. и потому 


—д__и—д, _ 2—9, 
= = 2 
5 = = [е) 


а это- уравнены прямой лия. 

Если обратимся въ выраженно дзя мфры крученя, то зам тимъ, 
что опредфлитель третьнго порядка, составленный изъ производныхь 
х, и, 2 по $ треть первыхъ порадковъ, имфеть дв строки, члены ко- 
торыхь обращаются дая прямой въ нули. Поэтому мра кручемя для 
прямой есть ‘величина неопредплениая. И дЪйствительно, зсякая п20с- 
кость, проходящая черезъ прямую, заляется ея соприкасающеюся п20- 
свостью, а потому и уготъ крученя величина совершенно пеопредёленкав. 

$) Кривыя, для которыль мпра кручея равна нузю, суть хри- 
выя плоемя. 

Если отбросить случай ^==00, К==0, когда, какъ сейчас энлёли, 
вохучается прямая лин, усдове Н-=0 сводится къ уравненю: 


ву! 
ру г =0, 8) 
рум = 
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которое, какъ показано въ $1, выполняется кривыми плоскими. Теперь 

мы покажемъ, что обратно, если уравневе (3) удовлетворяется, то кривая 
#—9(0), у=+(), 2-0 


будеть плоская, т. в. ф, ш, х удовяетворають линейному соотношеню 
съ постоянными козффищентами. Раззожимъ (3) по элементам послд- 
ней строки; имемт: 


ауру шут --уг) о. {8 


Мвожители при =”, у", #" пропорщоюнальвы козффищентамъ 
А, В, С уравненя соприкосающейся плоскости, Замбняя эти иножи- 
техи на 4, В, С, получииъ: 


Да Ву бит 0 (4) 
Но 4, В, С связавы соотноенями: 


дх-- Ву био, (5) 
д" Ву "0. 


{6} 


Дифференцируя эти два уравненя, получимъ: 
Аг Ву’-- С" (Аг -- Ву С) 0, 
а" Ву" а" (ВУ СУ) =0, 
уравневя, которыя съ помощью (6) и (4) приводятся ку: виду: 
А Ву бо," 
_ дя ВУ био. 


Сравнивая (7) и (8) съ (5) и (6), видимъ, что А’ В’, С’ должны 
быть соотвфтетвенно иропорцюнальны А, В, С: 
д 
ч= 


Если А В С ве отличны оть 0, то (9) дають: 


ду 48 Ву-= (0), 
наи: (54у— (5 Ву-= (#0), 
В4—6б= р, 


68—80 14, 
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тд риа произвольных постояниыя. Такимъ образомт 
А:==@.р, В==0.4. 
Нодставлян эти значешя въ 15) и сокращая на С+0, инбемы 
риие-о, ° 


откуда ‚ 
== бов, 


виа - 


т, ©. 2, у, 2 ДЫЙствитедьно связаны линейнымь соотношешемь съ по- 
стоянными коэффищектами при всякомъ звачеши {; всф точви кривой 
лежать въ одной плосдости. 

Остался случай, когда одикъ изъ воэффищевтовь, вапримВръ, С 
равенъ нулю. Это значить что 


ву—ут 0, 
=. 
у взи (Е 
сд#довательно 
у вх -- ве и уе, 
что даеть 


9-20, 


т. е. снова между х, у (и 2) существуеть линейная зависимость: ве 
точки кривой лежать въ одной плоскости, параллельной плоскости, па- 
раллельной влосвости ХОУ.— сли два коэффищента равны нулю, иа- 
примёрь А=0 ня В=0, т. в. 


уу 0, 2—0, 
то 


слфловатедьно и третй С’ равенъ вулю, уразнеме соприхасвющейся 
пяоскоств веопредфленно, мфра первой кривизны равыз нузю, получаемъ 
прямую. Такямь образомъ, если (3) выполнено, то кривая плоская. 

с) Еривыя, которыхь первая кривизна постоянная {но мВра врученя 
не равна нулю): предполагая К = С0154., з слфдовательно, отбрасывая 
случаи К-=0и К == <, г== СопзЁ, имфехт ^-0. По формул (11}$9 
ралусъ сопрнкасающагося шара будеть К == г равень раусу первой 
вривизвы: всё соприкасаюлиеся шары въ различныхь точкЗхЪ такой 
кривой одинаковы; притомъ центрь соприкасоющегося шара и центрь 
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, 
первой кривизны совналають (0’==0) и соприкасвющанся плоскость 
въ каждой точв проходить черезь центрь соприкасающагося шара. 
Тамя кравыя Е. Севдго 1) мазываеть косыми круивми. 

@} Оферичееня кривыя. Если не тодько ражусь, но и коордиваты 
центра сопривасающагося шара должны быть одинаковы. т, е. сопри- 
васаюцийся шарь долженъ быть одинъ и тотъ же для вофхь точекъ кри- 
вой, то вривая должиа вся лежать на этомъ шарф; такая кривая налы- 
взется оферическою. Выведень услоще, чтобы вривая была сферическою; 
предподагаемьъ, что незавнсимое перем нное-- дуга ДОлБНО быть 


Яо-о, Зоо, “фо, бо. 
Первое даетъ, 
О би- ор ози") == е" е Че" ”) . 
ИЛИ ‹. 
„| уе 
Хол: а ( +65. 
__ 4) 


иди а.о а, 
зан съ помощи (3), (8) и (7) $ 8: 


«+= и" акену ана”). 


чае: 


Связанныя между собою соотношешемь: 28-4- и? 1-22-= 1, вели- 


чивы 4, м, ф одновременно въ нуль обращаться ве мотуть. Ноэтому 
должно быть: 


г и 
се =0, 


сей 0. 9) 


2} беошеыа Лыбочеса, р. 144, 
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При этом выполвено и условю 


Соединяя точку сферической кривой съ центромь сферы, получимъ 
корналь къ поверхности и къ сферической кривой; эта прямая лежит 
въ нормальной плоскости; такамъ обравомъ воь пормальныя злоскоеты, 
сферической кривой пролодята через одну точку-—-центрь сферы. Ана- 
литически убфдимся въ этомъ, умножая равенства &— == [г учет, 
&-—а-ын.г соотвФтственно на 2-0, уз=ё, Г-:у и скледывая; съ 
помощью НП. 1 $6 получимь: 


т Е---Ууа-у 2—8) =0, 


т. в. ‘координаты центра сферы удовлетворяють уравненю нормальной 
илоскоети.— Двлфе, оиуская из» центра сферы перпендикулярь на со- 
прикасоющуюся плоскость какой-нибудь точки, получимь въ прок 
цектрз первой кривизны этой точки. 

е) Винтовая линзя,— замфчательная кривая въ пространетеф, ко- 
торая характеризуется тёмь свойствомь, что ова лежитъ на прямомт 
круговомъ цилиндр и ветрфчаеть вс его образующуя подъ однимъ и 
тмь же угломъ 1). . 

Эту лин можно, слёдовательно, получить, навивая на такой цн- 
линдръ изосый уголь`такъ, чтобы одна сторона вавилась вв основане 
цижинара; тогда другая сторона опишету винтовую линию. Разяичають 
вивтовыя линн--правую и лфвую, смотря по изправленйо навиван. 

Уравненёя кривой можно получать изъ того или другого опредфленя. 
Дъйствительно, пусть основаню цизивлра есть &ругь ура? въ 
плоскости ХОТ, а кривая дблаеть съ осью 2-овъ уголъ ф == Сон. Тогда: 


'=0, у= 0 м, ат; 


сядовательно | 
2 тв-ре. 


Постоянную с опредфяниъ условвыь, что ночаломь дугь будемъ 
считать точку ветрфчи кравой съ плоскостю ХОТ; тогда 


0 в 2—=98=25008ф. 


с 
Дв% прумя коордииаты точки кривой суть коорднизты ея проакщи 

на плоскость ХОУ, которая зежать на круф; и, слфдовательно, еси 

нанравять ось Х-овЪ въ начал дугь, то 

4=а0088, у=автЕ. 


1) Воли ототь утогь прямой, то подучвиь въ частности оврувиость 
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Но 432 = 42? -|- ду? | 47. 
Подставляя 

@х = —в31ё. %, 


ду—= 00081. @1, 


еле н 48 == 608$, 


яиЗемть: 
297 (1-— тр) == 452. зи = ола 

Яли 

ой; 

зтФ 
отвуда 
в. 
пФ 


въ силу усзоыя :==0 при з==0. Двойной энакъ соотатетвуеть правой 
ия дбвой виктовыхь ливзыъ. Отредиячимея одвимъ знакомъ (--) для 
простоты. Тогда . 
$ ИФ 
а 
. & 
и уравнения приинмають видъ; 


дно), уе), #5008 ф. 


Отсюда находниъ: 


+ 1 оз [= г . . 
в а‘ & аи 
и ‚ аф 7 
- :=,) 
: ри : 
у ше. 08 (3 Я;\, у=_ Ям (и ) , 
а а 
811 зтф 
о, ; 
р 2 ==608ф, "== 2” 0. 
оотому 


} = = а — [510742 
Е ( =“ , 
ди 


Далфе, 
уг | #9’ с05Ф 
В в 02 .“ 2. 08 Ф, им 
аи дух И О“ "Ут 
му то 
Но 
м’ 
у р 
Тавимъ образом 
1..1. 9 о 2 Со. 
. Е зт2ф 


Итакъ, вимтовая лишая, начерченная на прямомъ вруговомь ии- 
ивр, имъеть поотолнную кривизну и постоянное кручете, 

Винтовая лиш предсгавляегь, очевидно, частный случай косого 
пруга, и райусь соприкасающейся сферы во всёхъ точкахъ ея одинажовъ. 
Зинтовая лив!я есть единственная лия, у которой постоянны оба ра- 
друса 1-ой и 2-ой кривизны. Доказать это можно такъ. На осковани 
формуть Френз-Серре 


44) 


Если © иг постоянны, это отношене постоянно. Означамь его 
черезь #. Имфент: 


ак. РО, ВВ. м0, УА. те 0. 


Сябдовательно, если обозначить афкоторыя постоянныя С, Л, Е: 
а—м-0, Вш=р, у. в= Е. 7 @ 
Умиожая эти равенства на 1, 22, в соотвфтственно и складывая, 
въ силу (П,3) $6 получимь 

С.Р. т-- Е. п=0. (3) 
Соотяошене это показываеть, что тязвная нормаль разоматривае- 

мой кривой перпендикулярна къ наоравленю 

с р Е. ) 

реа ЕВЕ” УСТОЕВ УЕ" 


Примемъ это явиравлеще за ось 2-овъ, Тогда 
"0 (4) 


„Зашози Килинае, Хар. пали. 


й ТаБЪ ЕЗЕЪ 
ви. 2", 
то 
и=у=А, 
а -- №. 


<} 


Можемъ такъ выбрать начало воординать, что №-=0, и слфдова- 


тельно 
=. 


Но изъ послфдьяго уравнена {2) 


== 69181. 


шучу ьВ зы бол, 


Тавь какь кром® того въ сизу (5): 


а у?== 
вии" ВЕ 
я -ту м. 1—9) 


в, 


то 


= поет. =, 


или по раздёлеши числителя и знамевателя на 2; ° 


(ле 1. ==. 
и сафдовательно 


и _ . 
7 Ив =): 


съ помощью (7) отсюда выводимъ: 


д’ 603 (8-х 


У зп 8 +») 
да ав =) 
у— = 0868 *)). 


Уравненя (5) и (8) опредфляють ВИНТОВУЮ дИНЮ. 


(6) 


< 


(8) 
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Этяфтикь, чо овойотно, ныражаемов ураюнон1вмь 8), выеедено только 
въ предположении, что постоянно отношене радусовъ первой и второй ври- 
зязны, т, е, принахдежать вом зривымъ, дая хоторыйь радйусы 1-ой и 
2-0й кривизны находятся въ постоянномь отношении. Для вефхь такахъ 
кривыхь, сявдовалельно, уголь главной нормали съ опредфленнымь на- 
правлещемъ нрямой и уголь касательной съ мъ:же направиешемъ сть. 
величина постоянлая. Есян сфдовательно помлиутое постоянное направ- 
леню принить 3% ось 2-65Ъ и соотьётственяыиь образомъ выбрать на, 
‘звиъ начало восрдинать, а тазже начало дугь, те Увыя крязыя выра- 


зятся ‘уравневнями: 
2—$(5), уф), 2=т.8. 


Это уравиеше лиши, лежещей ва поверхности цилиндра 
2—9}, уу) 


и составляющей съ его образующими постоянный угозъ. Ве тая ли 
называются также цилиндрическими винтовыми хишнми, и въ отлае 
зивя, лежещая на поверхности прямого кругового цилиндра, называется 
обыкновенною или крутовою вЕятовою ливней. 

Замъчательный и общярный класс» крявыхъ въ пространств} пред- 
ставанють кривыя Бертрана, — так называются кривыя, въ которыхь 
первая в вторая кривизна связаны яннейныиъ ооотвошещемь съ поето- 


янвыми коэффищентами 


в.в 
Ге 


При ®=-0 имйень г=а, т. в. хсые круги суть кривыя Берт 
рана; при а= 0 нмфемъ о==, т. в. кривою Бертрана будеть всякая 
кривая постояннато вручен, стало быть въ частности и ноякая изос- 
кая вриаая. Винтовыя зин/я можно также разсматривать, хавъ предёльный 
случай кривыхь Бертрана, — если принять что а и Ь стремятся въ без- 
конвчности, но что нхъ отношене стремится къ предёлу 08 =: 


. ъ 
№1  --=06038. 
в 
т 


Тотда уравяене (9) принимаеть видъ уравненя 


т=— ©. ВЕ, 


хароктериаующаго винтовыя хин. 
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$ 11. Отябамщя земейства поверхностей (мерваго рода). 


 Равомотранъ совокупность поверхностей, опредфзенныхь уравизщемт 
Ра, у, 2, @=0, @) 


содержащимь лараметрь а, который можеть принимать зоевозможныя 
значения. Соотвфтотвенно. каждону зналенио парамотра имфемъ опред%- 
зенную поверхность семейства. Двф сосфдия поверхиости соотв тствуюля 
значенямь параметра а и а--4а, пересфкаются по кривой, которая 
называется характеристикой и которая опредфлится уравнешями {1} и 


Е (5, у, 2, а -- аа) =0. (Г) 


Послфднее закфвимь Ураввошень 
1 
а, 9, 2, а 48) - Р(ф, у, 2, а)]==0, {2} 


опредфляющимъ поверхность, проходящую черезъ туже характеристику. 
Нели въ (и, у,2,а) параметръ а входить такъ, что первая и вторая 
производныя по а непрерывны, то (2) замфнится уравнещемь 


Ве, у, 2, ит. КЦ, у, 2, а-- 48)-=0, 
или въ прежлВ для 4 ==0: 


Ве. 4,2, 9-0. (8) 


Для каждаго значеншя а уравненя (1) съ (3) опредфняютъ харак- 
тернетику, и отибающая семейства поверхностей и) есть твометряче- 
ское исто характеристик, соотв тотвующихь вобвозможнымь зваЧовямь 
параметра а. Ея уравнене получимъ, исключая а изъ уравнеяй @) # (3). 

Характеристика, соотвётствующая нёкоторому опредфленному зна- 
чево параметра а, встрёчаеть поверхность безконечно-близкую къ 
соотвфтетвующей этому звачешю поверхности въ точкахь, опредф- 
ляемыхь уравненями (1), (8) п уравяешемъ (1'). Въ силу двухъ пер- 
зыхь послёдиее можно замфнить другим, — имевно: разлагая (1') по 
отрок Тауога и принимая во внимав1е (1) и (3), поучимь по разд- 


зещи на да: 
Ре, 9, 2. а) аа (е, у, 2, а) ==0, 
что въ предл обращается въ 


Ее, у, ва) = 0. ВС) 
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- Итавъ, продфльныя точки пересфвещя опредфлатся ‹уравнонямя 
(1), (3) н (4); онВ называются харахтеристичеекими точками. Геомет- 
рическое мвето нхъ— кривая, уревнен!я которой получииъ; исключая а 
изъ (1), (3) и (4). Ола называется ребромь возеразна. огибающей поверт- 
ности. 

Теорема |. Озибающал. касается каждой поверлности семейства 
вдоль соотвтытетвенной гарактеристической лини. 

Уравнеше огибающей им моженъ разсматривать, какъ результать 
подстановки въ (1) значейя а= (2, у, г), полученнаго рменежъ (3) 
относительно «. Пусть а, нёкоторое значее параметра, тогда 


Рау, о, @) 
Е, у, =, в) =0, (8) 


соотвтственная характеристика. 
Пусть 2, и, 2 какая нибудь ся точка, тавЪ что 


Ре, 30 › 5: ав) =0, {1 
В, №, %, 80; (3) 
послфвнее показываеть, что Ф(ж, р, 20) = ао. 


Касательная въ Р(х, У; 2, 0) =0 ВЪ ТОЧЕВ (25, %%, 20} имфеть 
уравкен!в ы . 


0= Е, 5, 5, 4) (Х — 20) -- Е, (що, 0, 2, 00) У — и) 
- Е; у, №, 60) (2—2), 45) 
а касательная къ огибающей въ точкВ (2, У, 2) 
= (ЕН. 40 (ХЭ (Р-Р «МУ ЕР, 0) (2—9. 
Сь помощью (3) это уравневе сводится 5ъЪ 
9= (а, у, 2, $) (Х—Ю +В, у, 2, ФУ 
8, у: 2, #9). {6) 
Дая точки (1, 30, 20) Ф (о, 90. а) ==40 и, слфдовательно, (6) 
совпадаеть съ (5). То же самое иметь мфсто и во всякой другой ТОЧЕБ 


той же характеристики, потому что для каждой точки ея ф(г, у, 2) 
иринимаеть одно и то Же значене 4%. 
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Теорема 2. Ребро возврата касается в харектеристической точкь 
совтеиетвенной хорактеристики, а св свотвнитотиениой поверхностью 
семьи имтетиь въ ней соприкосновене 240 порядка. 

Мусть снова «-— значен!е параметра, (1,)— соотайтетвующая но- 
зерхность свмейства, (1), (3,)—соотафтетвующая характеристниа и пусть 
(5, у, во}--соотвфтотвующая характеристическая точка, которая вромв 
(1'5) и (3',) выполняеть и уравнене 


Кабо, 9, 2, в) ==0. (4) 


Считая, что ребро возврата опредфляется уравнешями (1) и (3), 
въ которых внесено подучаемое изъ (4). значене 


. в=у(т, у, 2), 
инфемъ волёдетве (4’.): 
Ф (то, о: 20) == 4%. 


Уравнен1я касательной въ хараятеристикВ могуть быть налисены: 
Ее, у, 2, п) 2) -- Ее. в, 2, в) (У 
Ре, у, 2, в) (а) =0, 


(1) 
Ви (ту, 2, в) (Х— 2) -- Е (а, у 2, а) (Уф) 


Ее, 9, 2, 2—8) ==0, 


з касательной къ ребру возврата: р ы 


СЕВ. ©) 09) (НЕ ЛОУ ЕНЕ 90, 
РРР а) (Р-Р (9) РНЕ; } 


поелёдя съ помощью (3) и {4} сводятся въ виду: 


ОЕ, у, 2, Р-Р, у, а, У 
+ Е, (5, у, 2, $) (2—9), 

(8 

ОР. (2, у, 2, ФСО Руа, 9, 2, ФУ | 


„у 


= Ея, у, 2, 929. 


Дия характеристической точки (2; %› 20} функшя рф, у, 2) 
привимзеть значене аз, и, слфдовательно, (8) приводится къ (7). 


—#— 


‚ Чтобы доквавть иторую часть теоремы, вовьмемь #а робу сазврома 
очку (21, %, 21) безконечио-близьтю къ (10, %, 24} и пусть а.— с0- 
отьфтотвенное значене параметра, безконечно-бхнакое къ ао. Стало быть 


замфняя здЪеь Еда, и, а, а} =0; 


чине во (1—9), вузе о-|- (ао) › зи (и- 90), ана (и — 20) 
к расказдывая по строкв Тазог’а, получены: 


= ВУ бь, юз в, а) Ре) + Ри + 
Ее) + +... 


предволагая, что (Ри„)» +0, и припомнивъ (4'%}, закаючаень; 
изъ разностей (2—7), 9—%), („—2) та которая низшего 
порядна, должна быть одного порядка съ (а, — оо}, т. е, а;--@а› одного 
порядка съ 
а Ур ие. 


Подставляя же координаты тачки (21, 9, 2,) въ уравиене 


Р(х, у. 2, а) 0, 
получныь: 
Ре, у, в, во) = РА, и, и, ища) = 


== Ра, И, м, а;) — (ага Е, (2, И. м, @,) 


в г» {2 —в 
м би, да, ад — А ба, и, в, 80+... 


Но {#, и, &) — точка ребра возврата, и в соотвфтетвующее 
значенше параметра, сафдовательно, 


Уи, и, и, в) ==0, В. (в, У а, а) =0, Риби, в, 21, в) =0 


и о предаоложеню 
Ви (п, И, м, 1) +0. 


Поэтому (хи, у, 21, а третья порядка относительно (а —в0), 
т. е. по выше-доказанному 3-го порядка относительно 4,— что и дова- 
зываеть существоване прикосновен/я 2-го поридка (ср. 3 4). 
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$ 12. Развертывающинся поверхности и кривыя дноякой кривизны. 


Замфчалельный случай огнбающихъ предотавляють такъ. называе- 
мыя развертывающёяся поверхноети,— огибаюпря семейства плоскостей, 
заданныхь уравненемъ: ‘ 


и (а). 5-5 (а).у-- (а). 6 (а) =0, ® 


кооффищенты котораго завнеять отъ одного параметра а; по преды- 
дущему $-у отибающая получается, если вибст съ (1) разсматривать 
уравнене: 

ФР (@.у-- о’ (а). 6'а=0, {2 


тд м (а), #' (а) ит. д. означають производныя от и(а\, # (а) ит. д. 
по параметру а. , 

Искаючая а изъ {1} и (2), получниь уравнене отибающей въ 
обычномь выд. При каждомъ значени параметра (1) и (2) опредёляють 
прямую зиню, которая и будеть характеристической линей развертываю- 
щейся поверхности. По этой прямой соотв тотвующая плоскость (1} касается 

`развертывающейся; такую прямую вазывають также образующей раз- 
зертывающейся поверхности, На каждой образующей находится ода& 
харавтернстическая точка, опрелфляемая уравнешями (1), (2} и 


и" (а). =-- 9’ (а). у ©" (а).2. 6" (а) =0. (8) 


Мустомъ этихъ характеристическихь точекъ является кривая (ребро 
возврата), которая, по доказанному выше, касается характеристики, т. ©. 
выфеть въ каждой точки вбсотельною соотвтотвующую ®бразующую, & 
съ шоскостью (1) имветь сопрякосновене 2-го порядка, т..е...(1) сл1- 
жить дая ребра возврата ‹оприкасающейся плоскостью. Такимт образомъ 
съ каждой развертывающейся поверхностью связывается кривая двоякой 
вривизвы, Обратно, разсмотримъ озибающую соприкасающихея плоскостей 
накоторой кривой дволкой кривизны: 


{а) Ая тиф 2-фэ= 


Трюизводная по параметру $ даетъ: 


фи (Уф (8—2 — б-р ви) 0 
изи съ помощью (7) и (11) $8 и (П.) $6: 


©) УИ) + (Е-Я- 2—4]; 
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1.0. характеристикою лвянется прямал нересёченя сопривзеающейся и 
выпрямляющей плоскостей, т, е. касательная къ кривой. Чтобы полу- 
чить нз характерисликв характеристическую точку, дифференцируемь 


еще разъ (5), отбросивъ множитель В Подучимъ: 
6—1 (х— я) (уу (2—9) ту 2), 


послфднее уравиеше выражаеть плоскость, проходящую черезь главную 
нормаль и пря рыпевюи совмёство съ (а) и (5) можеть быть замёнено 
черезъ ° . 

(©. =а(Х—2) -|-2 (7—9) 7(2—2). 


Помножая (а) на 4,'(5) (дВ : отброшено) на 1, {6) нА а и скла- 


дывая, позучимь: Х—==0; точно такь же, умновая соотвётетвенно 
зай, т, В: У—у=0, и унножая наз. пит: 2—#==0. Три пло- 
скоети имфють одау общую точку—точву кривой; велкая крывая двоякой 
кривизны такинъ образомъ хеляется ребремь возврата нпкоторой раз- 
вертывающейся поверхности, озибаемой ел соприкаванщимися плоскостями, 
а характеристиками являются ея касительныя. 

Назване „ребро возврата“ для геометрическато мфста характе- 
ристическихь точекъ развертынающейся объясняется сяёдующимъ его 
СВОЙСТВОМЪ: кривая, по которой какая-нибудь плоскость переськаеть раз- 
вертывающуюся, въ точкать перевюченя этой плоскости съ ребромь 603- 
врата имъеть точки возарити. 

Достаточио ноказаль это для какой-нибудь илоскости, наприифрь 
ХОТ, не занимающей особеннато положен я относительно кривой. 

Изъ уравнезай касательной къ кривой двоякой кривизны при 2-=0 
получимъ для координать точки нотрчи касательной съ плоскостью ХОУ: 


аа 2 
9. Х=а--=, Уну-^. 
{9) "—> "у 


При перемфнномъ 5 это суть въ тоже время уравиеня въ пара- 
кетрической форм кривой, по которой ХОУ пересфваеть развертываю- 
щуюся поверхность — геометрическое мфсто касалезьныхь къ вривой 
двоякой кривизны, которую можно называть короче: поверхность каса- 
тельныхь (Тапвешепйясве). 

Отсюда, ваявъ производную по з, получимь съ помощью фермуль 


Ргеве-Зеггее 


Г. = 
в =; 
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Въ течкВ вотрёчя кривой лноякой кривизны съ плоскостью Хоу 
2-е 0, и сяфдовательно, 
Х'=0, У’=0, 


т. е. эта точка есть точка особенная на плоской кривой (4). 


При томъ 
ву ое отит т 
а Хх ВВ То в. .18. 2? 


пря ===0 обращается зъ безконечность. Итажь, это точка возврат. 
Ириибрт. Поверхность касательныхь винтовой лвиЁн; 


2—=4.5054, у-завщь г=т.а.4, (а) 


вотрёчаеть плоскость ХОУ ‘о ‘кривой: 


{такъ какь по (а): э’--—у, учит, мы, узчу, инета, 70). 
Итакь Х-е--у, У-зу-№ так 


Х= «(6051 319, У-аЕ--#0039, ®) 
ЭТО инволюта круш. 


Для #==0, Х-ьа, Ге Об—эта точка еоть точка возвралаГ ыбо 
Х= 0008$ и Уаз обрываются въ нуль при #=0, а 


Ху-ух ТУ", 1 
х* ®(х) 2.608 1-[-60821) * 


при {0 обращается въ безконечность, 


Замфтимъ, что построеве кривой (5) по точкамъ удобифе совер- 
шать по двум уравнещямъ, которыя сяВдують изъ (5): 


Ха 1-8) 


Х с0з:-|- Узшё-а, 
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Уравненв самой раввертывающойся получается исключещень { 
изъ уравненй 


Усов — Хан Рина О 


{уравнене соприкасающейся плоскости вивтовой лан) и 


Узт}-- Х 0082—9250. 
$ 13. Геометрическое ифсте центровь круговъ крикмзыы н цент- 
роъь соприкасалющихся шаровъ. 


Какъ и для плоской кривой, мы можемь разематривать кривую— 
теометрическое мфето центровъ круговъ хривизны,-которая въ пара- 
ивтряческой фориВ. нзобразится уравнетями 


5==Фе-и, у-у-те, сме. 


Но в ряду съ эгимъ можно разоматривать и геометрическое ифсто 
„друтой точки, связанной съ данною точкою кривой, именно центръ 60- 
прикасающагося шара, соотафтетвующахо этой точкв. Похучаеяъ другую 
кривую, связанную съ данной и въ параметрической форм% язображае- 
мую уравиенани 


ве, уу о", баке тяг. 


ДвЪ кривыя совпадають, вели 0”=0, т.е. для ковыхь хруювъ, 
БОРДВ 7’ 0. (Стучай о==0 приводить къ ирчиымъ хинямъ). 
- Иримбръ. Обыкновенная винтовая лиза имфоть геометрическими 
мфетомъ цевтровъ сопридасающехся шаровъ (и круговъ кризазны) кравую 


5,31 
Е=— во роз 


‚8. 50 
= — вер" 


$==8.008ф 


т. е. снова винтовую зиню, только ражусъ цилиндра есть 9609$. 
Для сферической кривой вторая лия сводьтся къ одной точь. 

Но свойство эволюты плоской кривой, — что эволюта есть огябающая 

нормалей, —не принаддежить вепосредственно вн той на другой изъ 


вышеуказанныхь вривыхъ. 
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Прежде: всего, севейство кривыхь въ проетранетвЪ, зависяшее оть 
одЕого параметра 
Ра, у, 2, @—0 Фу, у, 2, аа =0 (а) 


вообще не инфеть огибающей. ДЪйствительно, для этого нужно, чтобы 
пересфкались двф безконочно близыя кривыя, соотвётотвующия двумъ 
безконечио-близкимт значешямь параметра, чего, вообше говоря, не будет. 
Пересфкалься будуть, вообще говоря, только нфкоторыя кривыя семейства, 
соотвфтетвуюния ‘опредфленнымь значенямъ праетра, — при которых 
совафстны четыре уравнен!я: 


Ро, Ф=0, = 


Зыфсто кривой мы получииъ такимъ образомь только изьфетное 
число точекъ. Кривая же лищя, какъ огибающая, получится только въ» 
томъ случаф, когда уравневя (а) удовлетворяють нёкоторымъ добвзо9- 
вымъ условетит,. 

Такъ если вифемь систему прямыхъ, зависящую отъ одного пара- 
метра; то дя того чтобы, ‘эта, система имфла отибающую, послфдователь- 
ных прямыя (соотв тствуюния безконочно-близкимъ значенямт параметра) 
должны пересВкаться. . 

Этому усзомю удовлетворяють касательныя кривой двоякой ири- 
зизны, которыя и имфють огибающею самую кривую. Но если возьмечт 
систему главяыхъ нормалей, на которыхь лежать пейтры 1-0й кривизны, 
то эта свстема огибающей имёть не будеть,— ибо. двВ -безконелно-близиЯ 
главных нормали не пересфваются‘ между. собою. . 

Точно также не имфеть огибающей н всякая другая’ фнетема нор- 
малей, въ томъ числ и нормалей, содераыщихь ‘центры сонряжасвю- 
щатгося шара. Мы моженъ скорфе говорять объ огибающей норнальныхь 
плоскостей. 


Упражнене: вывести уразнемя кратчайшаго разстоявя двух 
безконечно-близкихь главныхь нормалей. Эта прямая называется цент- 


ральною осью. Уравненя ея приводятся къ виду 


ое — УИ 


Их - д - 9), 


ИХ ту фЭ= 
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$ 14. Полярная поверхность и выпрянляющея поверхность. 
Огибающая нормальныхь плоскостей представляеть другую развер- 
тывающуюся поверхность, связанитю съ кривой двоякой аризазны. Здсь 
розь Р(х, у, 2, а) =0 итраетъ уравнев!е нормальной плоскости: 


(ху 7—2) =0. 


Искомую огибающую получимъ, исключая 5 съ помолью. уравненя: 


и) 
ЕНКх— я-а] —10. 


`Сравиивая (5) и (6) 5-9; замфчаемь, зто харавтеристявами для 
этой поверхности служатъ 0ви вривизны (полярныя пряныя); самая раз- 
зертывающаяся называется пожярною новерхностью. Чтобы получить ха- 
рактеристическую точку, надо ваять. производную ио $; тогда, очевидно 
получниъ уравнене (4') 8 3. Такимь образомъ харавтеристическою точ- 
кою будеть дентрь соприкасавищагося щара и, слёдовательно, ребромь 
возврзпа, полярной поверхности служить звометрическое мьето нентровь 
соприкасающился зпарогъ. 

Касательныя этой кривой суть характеристики полярной поверх- 
вости,—полярвыя нрямыя; ояф ларазлельны билормалямъ данной кривой. 
И такъ кекъ нормальная илоскость является длн геометрическаго ибета 
центровъ соприкасающихся шаровъ соприкасающеюея плоскостью, то 
бинориалями для него являются прямыя, параллезьныя касзтелькымъ 
данной кризой. Отсюда же слёлуетъ. что главныя нормали для двухъ 
врявыхъ зъ соотвётотвенныхь точкахъ параллельны. 

Третья развертыванитаяся, связанная съ кривой двоякой кривизны, 
есть огибающая третьихъ граней основныхъ тетраздровт-выпрямзяю- 
щихь плоскостей. 

Эта поверхность называется выпрямляющею поверхностью 1). 

Чтобы ‘получить ся уравнене дифференцируемъ уравнен выпрам- 
зяющей изоскоети 


ЦХ— в - 


1) Назваше яыиривияющей поверхности пронеходеть оть сбдующаго ея ави\- 
чательнаго свойства: если развернуть ее на плоскость, то кривая, которая ла ней зе- 
жить вефми свовый точками, обротятся #х пряиую хинбю. Этвиь же объясняется я на- 


зваше зыпрамтяющить пхоскостей. 
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по параметру 3; получииъ 
РЭ --т(-у-н (—)— би ту иг) =0 
вии съ помощью формуль Ргене(-Зеггер и Ц, 1 86 


о=— Нах 9487-91-95] 


СИЕ) —9). 


Уравнения ати показываятъ, что характеристическою лин ей выпрям- 
дающей поверхности является прямая, пзралледьнан центральной осн. Это 
очевидно к геометрически: характеристика эта’ всть пересёчене двухь 
беаконечно-близкнхь выпрямляющихь плоскостей, перпендикулярныхь кЪ 
ДвВУМЪ соотвётетвеннымъ главнымъ нормалямъ, поэтому она и должна 
быть перпендикулярна къ той и другой, ® сяфдовалельно, параллельна 
ихъ крагчайшему разстояню. Уравневя ребра возврата получим диф- 
ференцируя еще фазъ по в второе уравиене; имфемъ 


а --и ид атуне) = 


нь а дона о’ 1 
РР ( “ .) ав 
, р 


но 


я 
тн 1 (а 1 } т 
итрту ия уве) — баз) =. 
Такииь образомъ съ помощью перваго эхо уравнене кожеть быть 
замфиено слфдующимь: 


хе 


НЕХ ан 


Искомая точка ребра возврата можеть быть слёдовалельно опре- 
дВлена, вакъ пересфчене трехъ плоскостей 


Их т(У—у--1(2—д=0 


: ИИ 
в(Х—®) + 8(Р—--7(2—9 м 
т 


— И 


Такимъ образом искомое ребро’ возврата, выпрямдяющей поверх- 
ности выражается въ параметрической фори® сяфлующини уравнешами: 


$ 15, Особых точки кривой въ пространств, 


До сихь поръ предполагалось, что кривам имфеть въ своей точёв 
опредвленную касательную я при томь тольво одну. Такая точка--обыш- 
новенная точка кривой. Но кромё того, какъ и плоская кривая, кривая 
двоякой кривизны можеть имёть тавя точки, въ которыхь къ ней можно 
провести боафе, чфиъ одну касательную. Тая точен казываются `060- 
бенными. ` у 

Если кривая задана уравненями въ параметрической форм8, то 
дая особенной точки должны быть одновременно 


'=0, У—0, и—0. [ео 
Если кривая опредёляется, какъ пересфчеше двухъ поверхностей 
Ев, у, 2)=0, Ф(о, у, 2) =0, 


то для особенной точки лолжим быть выполнены урзвненшя (ср. $ 8) 


Е,.$!.—Р..Ф,=0, В,. $, Р.Ф, 50, 2..6, Е,.$.=0. ® 
Уравневя ати удоваетворяются: 1) еслн одновременно 


.=0, Е,=0, Р,=0, 
ии й . , 
$,=0, Ф,=0, Ф,-=0. 
Въ этомъ случа становится неопредфленною касательная плоскость 
къ нервой поверхности или ко второй поверхности |ср. далве $ 16). 
2) Если первыя производныя 10 2, у, # ви дя Ге. уз, вк дн 
Ф(®, у, 2) нулю одновременно не равны, то должно быть 


(8) 
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т. е: въ общей точк® двЪ поверхности ЁР и `Ф имфють и общую васа- 
тельную ‘плоскость; точка будеть точкою. васанёя двухь поверхностей. 

’ Чтобы опредёлить угловые козффищенты касательной въ такой 
хсобенной точкф, представим себё, что вывето х. у, 2 в Р-=0 в 
ф-=0 введены значешя ихъ въ фуныши вопемогательнаго нейзвисимага 
перемфнкаго #. Взявъ отъ полученныхь такимъ образомъ тожествъ иро- 
изводныя по #, получимъ уравкеня 


ВИЕУТЕ,.!-0; Ф.Ф, 


. [© 


которыя для обыкновенной точки дають величины, пропоршональныя 
7, у, г. Для особенной точки два уравненя сводятся къ одному, я МЫ 
должны обратиться ко вторымъ произзводнымъ: 


аи гу БЕЗ тори. уг Е" 


Е УЕ, #0. (5) 
Физ аФи . гу-- Фут офи. -|-2Ф. уг Фи 
Феи Фе. . 5) 


Коэффищенты при 4”, у’, =’ по (3) пропорщональны. Умножая {(5') 
в множитель пропорщюнальности 2 и вычитая изъ (5), полузиму,— всли 
4 обозвачаеть общее значене трехъ отношенйй (3): 


Рае ФУД 
Фи ав риа уго, (8 


которо зифстВ: съ однииъ изъ уравнен (4) опредёяйть ДНЕ’ системы 
. ов 

эначен для Ти *., которымъ соотвфтетвуютгь двё касательные, Урав- 
неня этой пары касатедьныхь будуть: 

15) ЕР 
равносильное въ этомъ случа съ 


ФФ 0+ 912—950 


и уравиенше, получаемое замфною въ (6} я, у, г пропоршональными 
имт величинами (Хх), (у), (7—2), 


2) (ЕД НРА ав 
+2 (Ру 2.) (Х— 2) (у) + (АФЛ) (29| 


+2 (АДР) =0. (1) 
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Смотря по тому, будеть аи (6) совиватно съ (4) даяаль дв систены 
вещественныхт значений или див мнимых, или дв ветественныхь соз- 
падающихь, имфежь узел, уединенную точку, или точку возврата. 

Примфръ: 15) узель: кривая пересёчевя зллинсоида 


ы ры 
В+ 


=0 
съ шаронъ 
я--у-лый; @>е>д. 


20) уединенная точка: пересфчеше гиперболоида 


я и! 

съ эллипеовдомЪ 
ела ит _ 
че ТЫТЯ 1 


Какъ частный случай предыдущего, является теорема: хасательная 
плоскость переськлеть поверхность по кривой, илаьющей точку при- 
хосновеня особенною. 

Ее можно довазать независимо. Примемт касательную плоскость 
за плоскость ХОТ и точку касашя за начало коорднналъ, тогда 


Е -РЕКР-У-Е(—2=0 


при 2-=0, у=0, #=0 (когда 0==2(0, 0, 0)) дояжно приводиться 


КЪ 2==0. Это доставляеть: 
2.0, 0, 0)=0, 2,0, 0, 0) =0 {8) 
и кромВ того 
Е(0, 0, 0) =0. (9) 


Сёчене илобкостью ХОТ есть кривая 
Ре. 0-0. {10} 
Ея особенныя точки опредфдяются условями: 
Ее, у, 0—0, Ву, у, 0—0. [ее 


Эти усломя выпохняеть въ силу {8} точка (0,0, 0}, по (9) пря- 
задлежащая кривой (10). В 


„Звкмека Ииктат, Харыя. Узор.“ 8 


— А 


НЕ. Поверхности. 


$ 16. Еасательнах ялоскость и нормаль. 
Мы уже видфли {$ 3), что для поверхности | 
Ее, у, д =0 9) 
ЕДХ- )-РЕ(У-У- Е, (8—8) {2) 


плоскость 


есть геометрическое мёето касательныхь ко воёмъ кривымт, которыя 
можно провести на поверхности черезъ хечку М == у, 2); она назы- 
вается хасательною плоскостью; МЫ—ея точка прикосновеня. 

Если уравненюе поверхиости дано подъ видомъ 


=, ), {3} 


а 


то для краткости обозначають 


и 
8 Р ду 


Тогда ураннеще касательной плоскости напишется 
рф Уфу — (2—2) =0. {4 


Пернендикудярь къ касательной плоскости, возставденный вЪ, точЕ 
прикосновения, называется нормалью къ поверхности. Его уравноня: 


{5) 


если поверхность задано уравнешемъ (1), и 


ХУ 


. {6) 


если поверхность задала уравненемъ (3). 
Косинусы угловъ нормали съ осями опредфаятся дзя (5), какъ 


величины, пропорщональныя коэффищентамь (2), а ихь абсолютный 
значеня--изъ условя 


603? (и, ОХ) -{- сз (и, ОТ) -- оз (и, 0—1, 


—1%5-— 


закимъ образомь найден; 


и Е. о Е, 
403 (я, ОХ) УБЕРИ о утере 


о ИИНЕСИИИ 
чаи, 08) = + УРЕРЕНЕЯ 
Аля (6): 
о р РР Е 
„ 0 : ; - ; 
т. об ОР утрытри: 


ов» 0) = ур 


Двойяой знакъ соотвфтетвуеть двумъ каправдешниь нормаля— 
внутрениему (направленному къ точканъ, гд8 Е(х, у, 2) < 0} и втыи- 
нему (направхениому въ точкамъ, для которыгь Ре, у,9)>0). 


$ 19. Особенныя точки позерхности. 


Касательная въ точкф поверхности (1} 3 16 только тогда опре- 
дЬлевва, если три велячины Е, Е,, Е, че равны одновременно нузю. 
Вь случаф, если ддя точки поверхности 


Е:-=0, Р=0, Е.О, (1 


то уравнене (2) $ 16 обращается зъ тожество: 0—0. Тогда беремь 
вторую пронзводную [(5} 5 15]. Сь номощью (1} оно приянмаегь ло 
ухяожени на 9 видъ 


ДЕР -- Рид" + Кат Эри диау + ЗЕ ИбавЕ-- 
ЧЕ Едуаз 0. 2) 
Но дня прямой касательной къ поверхности @х, ду, & провор- 


пуювальны (Х-2), (У— и), (7-2), слбдовательно, (2) должно вылол- 
няться и при подобной замфи$, т. е. дозжяы имфть: 


ЕИХ--РЕ УЕ, (ХУ) + 
Чар в 9 + ОР (Е) (2-23 =0. {3} 


Это уравневше выражаеть коничесвую поверхность, или пару плос- 
костей, или дв совнадаюнуя плоскости. Соотяфтственио этому различають 
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точки воническёя, бипланарныя и`унииланарныя. Точка будеть бипла- 
зариою, если равень нулю опредёлитель: 

ЕДЕ. Е. 

ЕЕ Е, |=0. (4) 
Е.Е, Е, 


Точка будеть унипланариою, если (3) представаяеть полный квад- 
рать, т. 6: если 


в. Руно, 
ХЕ, Е. Ем -=О, {5) 
Ва. Е. (9—0, 
(при этомъ и опредфлитель (4) обращается въ нуль). Условия (4) в (5), 
выражая что (3) распадается на два множителя или представляеть пол- 
ЫЙ ввадрать, получаются тах, какъ это выводится въ аналитической 
хеометри на ваоскости при изея$довавн общато уравнешя 2-ой стеневи. 
Примфры. 1} Если циссоида 
(и-раа} + 28 == 0 


[за ось У-овъ взята асимитота] вращается около оси Х-овъ, то полу- 
чаемая поверхность 


(ера хуя) =0 
въ ТОЧЕВ (2==--2а, у=0, «=0) ямфеть касвтельный конус» 
7-0, 


приводящийся къ одной прямой--06и Х-овъ. ” 


Если же циссоида вращается около асимитоты, то образуеть по- 
зверхность 


(ера и тр) — аа нуар 0, 


для воторой каждая точка Еруга 


=0, 42--у— 40°, 
будеть увипзаварною точкою. 
2} Врашещенъ строфонды 


(и) 


—и— 
окохо оси Х-овъ полузаемъ поверхность 
ани ии), 
иувющую въ начал координать квоательный конусъ 
Жо, 
это точка коническая. 
Если же строфоиде вращается около аснмитоты, то поверхность 


ани ани) ау 


въ каждой точкё окружности 27-9 == а? имфеть бипланарную точку. 
Въ этихъ прямфрахъ мы вотрётились съ новою еще особенностью 
новерхности-—двойными иди особенными линтями, каждая точка, которыхь. 
есть особенная точка поверхности. 
Въ дальнЫмцемь мы будемъ разематривать обыквовенныя точки 


новерхиостей. 


$ 18. Главныя касательныя. Асимптотическ!я линш. 

Пусть поверхность задана ураанешемт: 
2=И, у) [$ 

Точка ея, бевконечно-близкая ЖЪ (2, у, 2), пусть изфеть координаты 

хх, уу, = Дь, 
тдВ изь {1) 
де = Не-а, у 9) — Ка, )= 
эра -| ча 4+ бир 4 зяйеву у) 
- : у з-- злу зтар бур) +... 


з 


если для краткости вторыя нройзводныя 2 по и Но у означимтъ г, $, #, 


& третьк пронаводныя черезь &, 7. т, в. 
Опуетниъ изъ ися перпендикуляръ на касательную плоскость въ 


ТочЕВ {2, у, 2) 

| ах фчт-у=о. 

Онъ инфеть своимъ выражененъ 
[ри +... ©) 
УтЕи-в 2\ УТТИТР 
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Итавъ: перцендикулярь изъ точки поверхности, сосфдней съ точ 
ною (т, у, 2), на касательную въ этой точиВ илоскоеть есть безконечно 
малая 2-го порядка относительно дифференщаловъ воординатъ. 

Но воли @х, Чу таковы, что 


зал? -|- Ззахау -- у? 0, {8} 


то этоть нерцендикуляръ будеть безвонечно мажая 3-ю порядка. 

Урзвиеше (8) подчиняеть каждой точкё плоскости ХОТ два ва- 
правденя, въ пространств — дз плоскости, перпендикулярны къ ХОУ, 
хоторыя пересфизють касательную плоскость по двумъ прямымъ, имё- 
ющимъ съ поверхностью соприкосновене 2-го порядка. Эти прямыя ва- 
ЗЫВаЮТСЯ мавными касательными поверхности. 

Уравнеше {3) есть дифференщальное уравнене, которое, будучи 
проинтегрироваяо, доставить два соотношен!я вида Ф(е, у) =2е, кото- 
рыя опредфлять вЪ нространствв систему цилинхровъ, вырёзающихь нё 
поверхности кривыя, въ каждой своей точкВ имфюпия васательнымя с0- 
отвфтотвенныя главныя касатедьныя кривой. Эти крявыя называются 
кривыми злавныеь кабательныхь или аснмитотическиме линёямн. 

Такъ, для гинерболическаго парабозоида 


1 р 
= (2—9) 
. 1=1, 650, = —1 
д уразнене (3} будегь таково: 


4х? — Чу =0, 
оно распадается на два: 


4х —ду=0 и +4 


откуда 
уже, у 


плоскости, пересфкающия поверхность но прямолинейнымъ образующимъ: 


Примфнимь критерия прикосновешя и-то порядка ливни съ поверх- 
ностью къ случаю соприкосновешя прямой, проходящей черезъ точку 
(#, у, 2) поверхности 


2=Н, 9 @) 
съ этою посяёдней. 
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Пусть уравнев!я прямой 


Х—= _У-у 2—:_ 


т и у =9, (4) 
тажъ ято 
Х=2--46, Узу ие, П-=2-- 96. (4') 
Подетавляя вЪ (1}, дозжны имёть разность 
2—/(Х, 7) 
безконечно малою 2-го порядка дая соприкосновешя 1-го порядка. 


Но 


2— РОС, Иа —Ня- 8, эриЕ 
а 


02—24 че ее + 284 -|- #1} 


{ибо 2 — 1х, у)=0 въ силу (1). 
Для соприкосиовеня 1-го порядка прямой (4) съ поверхностью (1) 
должно быть, саблов., 
?—№#—4=0, 
ИЛИ 
Юм -——0, (5} 
т. 0. прямаз доажна быть паралдельна касатехьной илосности: 
2—2—2(Х- (ти =0. 


Она проходить притомъ черезь точку пракосновежя, сафдовательно 
вся дежитъ въ касательной плоскости. 

Прякосновене будеть 2-го порядка, если 2, и, ?, ВЫПОДЕЯЮТЬ 
сверхъ (5) еще услове 
аа -- 23 ва == 0, {6) 

Это будетъ главная касательная. Въ каждой точкВ ихъ двЪ, и при 
томъ вошественныя и различных при 7—5? <0, мнниыя при 2—5? >0 
и совпадаюния при + — 51 =0. 

Задача разысканя врявыхъ, лежащихь на позержностн {1) я им$- 
ющихь въ кажлой точкВ своею касательною одну нзъ главныхъ каса- 
тельиыхь, приводить къ уравнены: 


: 44 _ 


тдВ д, и, » опредфлены уравяешемь (6), т.е. отъ (6} къ дифференщазь- 
ному уравненно (3) авимитотичеекихь лин поверхности. 
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Къ этим же кривымъ придемъ, разыскивая тБ лежаця ив по- 
зерхности кривыя, для хоторыхъ соприкасающеюся плоскостью въ каж- 
дой точкф является соотвётствующая касательная плоскость, и коихъ 
бинормаль, сябдозательно, созпадаеть съ пормалью поверхности. 

Поелфдиее усломе дает: 


ра + 48 —=0, и фат—п=0, 
или 
р-р ==0, ру — 0. 


`Дифференцируя первое по дуг (2, у, = по уравненю кривой 
лини суть фунвщуи дуги), ныфемь: 


реа е-рх ву = 


что въ силу второго сводится въ 
вау =о. 
ы-иерау, Чаи. 


Но 


Тавимь образомъ имбемтъ: 
эаи-- звгу | уз 0, 


что по умножен!н на квадрать дифференщаяа, дуги и даетъ уравнене (3). 
Полученное въ начал этото параграфа вырзжене для длины пер- 
пендикуляра изъ точки поверхности из касательную плоскость повадо- 
бится намъ и въ дальнфйшемт. 
Въ давномъ вопросв мы могли бы обойтись. безъ него, если бы 
ириифнили для нахождея прямой, имфющей, возможно выспий поря- 
докъ привосновешя съ иоверхностью 


Из, у [69 


обний премъ, Пусть №(х, у, 2) — точка поверхности, и 


(2) 


проходящая черезъ иее пряхая; означая общее значене трехъ отношений 
черезь г, напишемъ уравнешя прямой вф парамстрической форм: 


Х=т М, У-УЕ Ме, 2=2-- м. 
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Для соприкосновеня я-го порядёа фувкщя 
Фа МКМ, УЕ М 


„И вя производныя до я-го порядка включительно должны уничтожаться 
при т=0. Отсюда такъ какъ 106 услоне `Ф(0) =0 уже выподиено, 
получаемъ 


9 9; 
м 25; М у 9 жи М—рр—9М=0. (8) 


= д 02; ры 
яя 18—12 реет фм бя М—0 или ГАН 25ЕМ | Ы№2=0 (9) 
98} 9% 9; 9! 
диз 2* За РМ. 8 дд М дз И: —0 
наи . (0) 
2--ЗИАМ -- 3т . СМ? -|- вмз =0. 


Есяи выполнено (8), прямая (1) имфеть съ поверхностью (1) пря- 
косновене 1-го порядка; уеловуе (8) выражаеть, что она пернендикулярна, 
къ норнали; тавъ кань она, вронф того, уже проходить черезь точку 
поверхности, то ока лежить въ касательной плоскости. Нрямал, прохо- 
дящая черезу точку поверхности и лежащая вв касательной плоскости 
имтеть въ поверхностью прикосновене перволо порядка. Но если Г, М, М 
зловлетворяють и уравнено (9), то прямая имыфеть прикосновеве 2-го 
порядка: въ касательной плоскости черезъ точку прикосновеня прохо- 
дять двё прямыя, иуфюция се повертностью прикосмовене 2-ю порядка. 
Эю мавныя касательных. Уравненя (8), (9) вифстВ съ уравнешемъ 
Гл М №1 вполиф опродфляють Г, М, №. Привосновевя боле 
высокаго порядка ве имфетъ ни одна прямая, проводениая черезъ про- 
извольно взятую точву поверхностя. Но подобно тому, какъ у плоскихъ 
кривыхь существуютъ точки (точки перегиба), въ которыхъ касательная 
имфеть съ поверхностью прикосновене не 1-го, а 2-го порядка, такъ и съ 
поверхностью, если кромф (9) выцолняется и (10), прямая (7) имфеть 
прикосвовене 3-го порядка. Уравкенге {9} и (10), одпородныя относительно 
Ти М, праводать зъ соотношению между 2 и у, которое въ плоскости ХОТ 
опредёляеть кривую, а въ пространств пилиндрь, вырёзаюний на 1о- 
верхности {1) кривую, черезь каждую точку которой можно провести 
прямую, ниБюшую съ поверхностью (1) прякосновеня 3-го порядка. 

Нели наконоцъ это уравнене удовлетворяется вефый токами ио- 
верхности, то послфднее свойство врянадлежить вобиъ имъ. Тавя позерх- 
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хости называются лияейчатыми. Искаючене С, М изъ (9) и (10) даеть 
соотношене между частными производными 2-го и З-го порядка оть # 
пож оу, которому удовлегворяють подобныя поверхности (ем. дал. 836). 


$ 19. бопрякосновеню поверхностей. 


Опредьлен16: Де» поверлноети ‘имниют» в% общей точкь М лр- 
хосновене порядка п, если взявз на одной из нить 
точку ЛГ и проведя прямую, не параллельцую каса- 
тельной плоскоети ко второй, до пересъченёя её втторою 
поверхностью въ М", получимь разетояье М'И"-— 6ез- 
понечио-малую (п-{-1)-ю порядка отновительно МГ. 


Перт, #4. 
Пусть Р(&, у, 2) 0 уравиене 2-ой позорхности, & уравненщя 1-ой: 


д=ф(и, 1), учефбе, ®), 2==Х(м, 5). 
Обозначимъ координаты точекъ: 


М: п (щ, %). о, в), Ах, %), 
М: и=ф(щ, в), и-ф(ы, ), ах бы, в). 


Разстояще МАГ = 


=У вн) Фу) рану — оби ДНЕ чьи.) — бо) 
= Е — м) +2 — та е, 


мм 
==) +). ® 
=). } 

(въ производныхъ должЕо подотавить и == ж% И и щ) а г — остальные 


члены резложенй, содержание (и: — мо) и; —%} въ третьей и высшихь 
степеняхь, Такямь образом главная часть АМ’ есть 


тв 


УВ ии) б (ии. 
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Съ помощью извфстнато тожества Эйлера можно представить 


оз ду ду ож]з (бл 0 0 де 00 ду д 0 
дн" де ``ди` д] "Г бо ди и) | [ых и 


ЕР = ( 


Стало быть подъ корвемъ стоять выражене, ие разлагающееся па, 
вещественные линейные иножнтелн и нотому не уничтожающееся ни 
#—& 

я — мо” 


при накихь взещественныхь значешяхь отвошены 


Поэтому ММ’ одного порядка съ разностямя (и — 0) и (—1}. 
Если означииь Через» Я разстояще ММ и 4, р, + косинусы 
утловъ ММ" съ ‘осями, то координаты М": 


э=а--9, ужи и@, г=а-- 24. 
Подотавовка въ Ё-==0 двегь: : 
Ре, у, ЗЕЕ, и, а) 4. В, и, эЕ,)--Ф.В, 
тдВ 42. Я--сумна члоновь, содержащих @ во 2-ой я высшихъ степеннхт.. 
Еслн главная часть 
Ари, --р, +0, 
то 
Е, п, а) и Ч 
должны быть одного порядка малости. Но главная часть 
Е.Р, тЕ АЕ, ЕДЕ, 


а это выражен!е пропоршонально коеинусу угла зормаля къ И=0 въ 
М съ ММ" и потому не равно нулю, такъ как прямая М” ие па- 
разлельва касательной илоёкоети въ М къ Р-0). 

Поэтому Р(я,, и. 2), ТД вето 2,, И, 2: должны быть под- 
ставлены ихъ выражешя въ фунеши (м, +2}, равложенныя по степе- 
вЯМЬ (и; №5}. (©, —щ), должна быть порядка (и + 1)-70 относительно 
этихъ разностей, 

ели, въ частности, об® поверхности заданы уравненями: 


2=Ра, у, 2=Е@, 3), 
то 
их, в=у 


и усломе прикосновешя и-то порядка будеть: частныя производныя д0 
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порядка в включительно должны имьть въ общей точкь одинаковыя 
значеня. Это даеть для соприкосновеня я-го порядка 


+2 +.. Раза = реа. 
условй. 

Здфсь танже можно задаться вопросов о нахождении поверхностей 

опредфленнаго типа, имющихь наибольшее возможное прикосновене съ 
данной поверхиостью въ нфкоторой давной ея точ. 
° Уравнен!е плоскости содержить три пронавольныхъ козффищента и, 
сяфковалельно, плоскость можеть имёть съ поверхностью прикосновене 
1-го порядка; первое услоне-— проходить черезь точку (1, у, 2) поверх- 
ностя— пусть уже наложили; остается въ уравнеи 


Ах В(Г—у--642-ф2д=0 
такъ опредфлить А, В, С; чтобы былн одинаковы частвыя производ- 


ЕЫЯ 2 НОх и по у ДлЯ этой плоскости и Для поверхности; для этого 
должно быть: 


такъ что получаемъ но раздфлеши ка С: 


РР 


это уравнеше касательной плоскости; тавимъ образомь касательная 
плоскость извьеть съ поверхностью соприкосновеще 1-ю порядка. 


$ 20. Соирикасающуйея параболо: 


Уравневе шара содержить четыре козффиента, а для соприкос- 
новеюя 2-го порядка требуется тесть условй; поэтому дая получены 
поверхности, имфющей соприкосновеше 2-то порадка надо изять другую 
чонерхность, имёющую тесть произвольныхь козффищевтовъ. Такою по- 
верхностью является нараболоидъ, уравнене которато 


2=4+ ВХ СУ рХ +ЗЕХР+- РУ, 


содержить каьъ разъ шесть козффищентовъ. 
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Прежде всего введемъ услоще, при которомъ онъ проходить черезъ 
точку (2. у, 2) поверхности, для чего уравнен!е его возьмемъ подъ 
видонъ у 


1—5 ВХР О-В) + 


8—7; 
услове равенства’ первыхъ н вторыхь пронанодныхь ддя {2, у, 2) даеть: 
92 9: ` 
ер-В, ас, р ни, В ть, в г ., 


такъ что уравнене искомаго параболондь прикинаеть видъ 


они 
+ 25(Х-—-2(У—У-КУ—УЯ. 


Если начало ‘координать пбжфотить въ точну поверхности и за 
плоскость ХОТ взять касательную въ этой точк® плоскость, то (3) 
упроетвтея и приметь видъ: 


(3) 


2-1 053+ 2%ХУ--& 73, 


ТДВ ЕАО и закже рр 9-0. 
Замвтимъ, что уравиене (3) получится, вели въ уравнени по- 


верхиости 
Е=ИХ, 


разлощимь / о стелевячь (Х-—2), (Г—) и отброснмъ члевы 3-го 
и высшихь порядковь относительно этихъ разностей. 


$ 21. Видь поверхности вблизи обыкновенной ея точки, Индакал- 
риса Люнена. Класснфикащя обыкновенныхъ точекъ поверхноети. 

Пусть М обыкновенная точна поверхности 
2х, 9}; [6 


этобы опредёлить видъ поверхности вЪ этой точь, примемъ ее 38 на- 
чало координать, а плоскость, касательную къ поверхности въ этй точЕВ, 
за плоскость ху-овъ. Тогда, ееди } можеть быть разложена, по стевенямъ 


ну, получим 


а 


Е 
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потому что при такомъ выборъ осей 


92 92 
= = = -| =0. 
оо, (о (5) 
Пересёчемь поверхность плоскостью г==й (#—малая величина). 


Кривая сёчешя проэктируется на параллельную ея пзоскости 
плоскость ХОТ по кривой 


1 : 
йо Зву - 5) №, 


гф Х,  сововуность членовъ 3-го в высших порядков относительно 
ну. Дия малыхъ значонй хну, т.е, дая точекъ вблизи начаза 
воординать, можно пренебречь этими членами, 
и кривая сфчешя вблизи (0, 0, 0) предета- 
витен приближенно кривою 


ии ый. ® 


Эта вриван прехставаяеть с0б0ю вЪ 
тоже время пересфяене плоскости 2==й СЪ 


; соприкасающинся параболондомъ; ока 10- 
Черт. 45. добна кривой 
Тай 229 и, (4) 


которую иазывають индикатрисою Пирига. 

Эта кривая будеть элляпсомв при 25&— 5?> 0 (вещественнымъ 
при о, & положитезьныхь), гиперболою дри г — з< 0 в ларою. па- 
раллельныхь прямыхь при 7 — %°==0. 

Въ первом случа$ (3) суть озлнлеы, вещественные при знак й, 
одипаковомъ со знакомъ 7, &, мнимые при противоположномъ. Повер- 
хнобть лежить (вблизи точки касаня) по одву сторону касательной пло- 
<кости. Сопривасающйся параболоидъ будетъ эллиптяческимь. Самую 
точку нззывають оддинтическою точкою поверхности. 

Во второмъ случа (3) суть гиперболы, вещественныя при всяких 
вещественныхь значеняхь #, но расположенныя, смотря по знаку й, 


яъ той изи друтой изъ двухъ паръ вертикальныхь угловъ, образуемыхь 
прямыми 


озу цу = 6) 
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поторыя служать асимитотами для вофхь кривыть {3}.и (4) и являются 
пересфченюмъ соприкасающагося параболомда касательной плоскостью 
(т.е. ХО). (Дая эллиптической точки асимитоты индикатрисы мнимыя). 

Поверхность лежить и выше и ниже касательной плоскоети, пере- 
сВкая ев. Параболоядъ соприкасаюлийся будегь гиперботическимт. Точка 
называется зипербодимеекою. 

Нажонець при *\&— 82=0 (4) изображаеть пару наралдельныхь 
прямыхъ, (3)—также, но вешественныхь или мниныхь-—смотря по знаву №. 

Соприкасаюнийся параболондь обращается въ пзраболичесый ци- 
диндръ. Асикптоты индикатрисы сливаются въ одну двойную прямую, ибо 


той у 


есть при этомъ полный ввадрать. Точку называють параболической. 

Примфръ 1. Торъ (кольцеобразное тёло, образуемое вращешемт, 
круга опредёленнаго радруса около осн, хежащей въ его плоскости, но 
не проходящей‘ черезъ его центръ) 


риа ии) 


пыфеть точен эзлицтическя въ наружной части. 
Примфръ 2. Вращеше пёиной зини: 


‚-еы) 


около прямой, перпендикулярной кьея оси симметрии и удаленной на а 
отъ ея вершины, даеть поверхность, называемую хаженондомь: 


Точви понерхвости суть гиперболичесья, 
Прикфрь 3. Поверхность 


ГАЗ 
„5. 


образуемая пероизщенвиь кубической параболы паралельно ей самой, 
такъ что ен точка перегиба описываеть параболу 2-го порядка ВЪ пд0б- 
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кости ХОУ, перпендикулярной къ плоскоети кубической параболы, ин®- 
эть въ каждой точкф плоскости ХОУ пзраболичесвую точку. 
Установимъ теперь связь асиилтотическихь линй съ индикатрисою. 


Выборъ осей ОХ и ОУ нова ие сдёланъ. Если за оси координать 
примемъ оси иядикатрисы, то (4) приметъ вядь: 


= ау, 
рае а 


а (3): 


(при чемь из-за, ий — 8). 
Уголь поворота в опредфаится ло формул 


1а16 24 


{6) 


получаемь два взанино перпендикулярвыхь направлоня — направленя 
осей индикатрисы, 


Авимноты индикатрисы (5) суть въ тоже время направлешя 
злавныхь касательныхь. ДФйствительно, эти послфдна зожатъ въ Е40з- 
тельной илоскости и опредфляются усломемъ: 


та’ Зву" + 8—0. 


Мы приняли касательную плоскость за плоскость ХОУ, слёдова- 
тельно, если # угожь глазной касательной съ осью ОХ, то 


038 =, звВ=и; 
отсюда получаем 


то 605? 8 -|- 250 605 В в В -- цз" в = 


что совпадаеть съ уравнешемь (6}, ибо точка 
== 0088, у-зш@, 


дояжна лежать на одной изъ асныптоть (5). 


Этимь объясняется введенное ужо нами назван!е асимитотичесвихь 
ин, —онф являются огибающими асимптоть индиватриеъ, соотвЁтству- 
ющихь различныхь точкамъ поверхноети. 
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хор оф, нии пружины. Героиня течжиь:::; 


. аа а. . 
Направленя‹ осей, идиратрисы ‚ДВляТЬ оо: зацъ лы. между ‚эсим- 
птотами ея. Мы получаемъ, такимъ образонъ, двф взанино порпендаку- 
дярныхь касолельныхь въ каждой точк®. поверхйости. ' 
.Огибаюия этих касательныхь. навываюлся: динёжни. 
Жн,  ВатрЬтнися СЪ. НИИ, ДВЕ, со сне ие. 
Къатимь диюныъ пряходимь. также, постазивъ аа опредбанть 
т лини ха поверхности, въ безконечно-близкихь точкахъ ‚воторыхь 
кормали къ поверхности поресфкаются. 
Вообще говоря, въ двухъ безконечно-близкихь точкахь (ру, 2) 
н (2-42, уу, г--42). поверхности 2==/(х. у) нормали 


„жривизны,-— 


ии 8) 


(6) 


не пересфкаютея. Чтобы онф пересфкались, нужно, чтобы эти четыре 
уравиеня удовлетворались одними и тёми же значеными Х, Х, #. 
Озвачая о общее значеше трехъ первыхъ отношенй и иодставаяя 


во. рорыз. получинъ 
ти в-рае-=Ё Ц =, 
ртр 9ЕЧ 


или, уравнивая первое со вторымъ и съ третьим»: 


вар + аа (р ар) + ах=0, } 
644 + 42 (а -- 4) + и =0. 
Исключая отсюда о, получимъ, наконепь: 


4: (рад — 2} + (Чаах — арду) 0. 


Замфияя здёсь 
де: рае- ау, ара ду. Чат + Му, 
зайдемь, собирая члены съ 42%, Чейу и 9“; ° 


аль -ь") — т + а2 Фи На 2)" + 1+ (у) 
аура —за Нео. 


„Занкокя Иншиеат. Харыи. увязер.* 
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По уравнено поверхности р; Фу 7 $5 буть функщи х в у- 
Это есть, стало быть, вФкоторое дифференщальное уравнене, пронвте- 
трировавь которое мы найдемъ дна уравнешя видь Ф(г, у) =С,—00- 


отвётственко двумъ корнямъ Е ‚ которые оно дветъ. Каждое изъ этихЪ 


уравнен изображьеть в пространств семейство пилиндровъ, зырёза- 
ющихь на поверхности ея ливти кривизны. Направленя ихъ въ выбрав- 
ной выше системв координать ‘для точки (0,0, 0) опредёлятся при 
замн® въ (7): 
Р-—0, 4%=0 
изъ не: 
вы зо ля + {—то) яду — & 4—0, 

откуда 


т. е. означая 


получанъ 


их 


т. 0. касательныя къ дивямь кривизны, проходящимь черезь данную 
точву поверхности, совнадають съ осями индыкатрисы, соотьтотвующей 
ЭТОЙ тОЧЕВ. 


Черезъ каждую точку поверхности проходатъ таких. образомъ . по. 
дв пары линШ: 1) дв асимптотическя лини, касательныя къ кото- 
рымъ суть соотвётствуюлуя э10й точк® главныя касательных или аенуп- 
тоты индикатрисы; эти зиви пересфкаются, ввобще говоря, ие полъ 
прямымъ угломъ, 2) дв дини кривизвы, взаимно периендивулярныя. 
васательныя къ которым служат осями индикатрисы н биссектрисами 
угловъ между асимптотами ел. 


Существують, однако, на новерхности точки, въ которых направ- 
леня лин кривизны неопредфденяы. Это суть тВ точки; для ‘которыхь. 
обрашаются въ нуль козффищенты при 


47, аду и 4 


въ (7) въ отдфяьности,— то есть 


зу р, ИЕН) 49-0, ри #14 
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Три’ условя эти’ сводятся: въ думы: 


ы В :° 
рита ГЕЯ’ ® 


такниЪ образомъ на каждой поверхности сущеотвуютз (ХАЙствительных 
или МНИМЫЯ) точки, ‘ва которызта направленя линй кривизны неопре- 
длленны. Тащя точки называются умбиликами или шаровыми точками; 
или точками окрузленя '). 

Въ шаровыхь точкахь шаръ иметь съ позерхностью соприкосно- 
веме 2-10 порядка. 

Действительно, чтобы шаръ 

(Ни # 0, 


выЪхь съ поверхвостью 
. #= Их, 9) 


<оприкосновен!е 2-го порядка, должны быть выполнены шесть условЁ: 


(едете мо, 
@—Эр@—9-0, 
99—90, 
Вией, 
+ 8(2—9=0, 
1-е 8—9 —0, 
вообше говоря, несовмёстимыхь. Но для шаровой точкя въ сизу соот- 
вошел! (8) тря послёдня уравнешя сводятся къ одному: 
ЕР __ м ЕР, 
+ . 


—= в 


Три первыя уравнен!я дають теперь я, &, г: 
жом, уефа, 
пи ит, 
и уравненюе соприкасающагося шара лля шаровой точки будетъ: 
(ау ЕСН чЕОе 
из 


Е ча (а 2 р) +4) — (0. 


*) По фравцувокь:; ошЫШев; во нмецвя: Мафе]ршиско. 
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По уравнешю поверхности ру Чт, 3 и # суть фунющи х ну. 
Это есть, стало быть, нфкоторое дифференщальное уравнене, проннте- 
траровавь которое мы пайдемъ диз уравнены вида Ф(х, у) = С, —60- 


{[. 
отвётотвенно дяумъ ворнямъ. а ‚ которые оно даетъ. Каждое изъ этихъ. 


уравненй! изображаеть въ пространств семейство пилиндровъ, вырёза- 
ющихъ на поверхности вя ливи кривизны. Направхешя ихъ вЪ выбрав- 
ной выше систекё кеординать дли точки (0,0, 0) опредфлятся при 
эаыВн въ {7): 

—0, %=0 
изъ ея: 

ви 50 427 + (— т) аду — 540, 

отвуда 

24а о _ 2% 

@— а п ь’ 


т. в. означая 


ду 
= а, 


получимъ 


т. 0. касательныя кз линвмо кривизны, проходищимъ черезь данную 
точву поверхности, совнадають съ ослми индикатрисы, соотвфтствующей 
этой точкф. 


Черезь каждую чочку поверхности проходять такимъ. образомъ по. 
дв пары лин: 1) дз асимототичесыя линш, касательных къ кото- 
рымъ суть соотьфтетвующия этой точкф главных касвлельныя иди аснип- 
тоты индикатрисы; эти лини пересфкеютея, вообше говоря, не под? 
пряхымъ угломъ; 2) дв лини кривизны, ззаямно перпендявузарныя. 
касательвыя къ которымъ служатъ осями индикатрисы и биссектрисами 
Угловъ между асимитотами ея. 

Существують, однако, на понерхности точки, въ которыхь направ- 
лешя лин кривизны неонредфленны. Это суть тв точки, для которыхь. 
обращаются въ нузь коэффищенты при 


а, аку и а 


ВЪ (7) въ отдфльности, — то воть 


(1) — зра= 0, КЕНм) #14) =-0, рае 


30+4)=0- 
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Три’ условуя эти сводатся-къ двужме: 
д" 

И , ® 
такимъ образомъ на каждой повераности существують (дЬйствитехьныя 
хи мнимыя) точки; вв которыхё направленя диз кривизны неопре- 
Фъленны. Таюл точки называются умбиликами пли шаровыми точками, 


ви точками округленя *). 
Вь шаровыхь точкахь шаръ имёеть съ поверхнестью соприкосно- 


вече 2-10 порядка. 
ДЬйствительно, чтобы шаръ 
(ХАН в 0, 
имфлъ съ поверхностью 
й 2= К, 9) 
соприкосновене 2-го порядка, должны быть выполнены шесть услов: 


ев о--те-о по, 

@#—Вфре-—9-=0, 

у—а 9—9) =0, 

а 

29 1 5(2—5)=0, 

1—6 =0, 
вообще говоря, несовмфстимыхь. Но для шаровой точки въ снлу соот- 
ношен!й (8) тря послфдея уравнемя сводятся къ одному: 


р м 
т 8 { 


#—5 


Три первыя уравневя дають теперь 1, &, т: 
Ще, уч, 
(рег, 
и уравнене соприкзсающагося шара для шаровой точки будеть: 
(2 мии бери й 


изв 


(ха-ха) — (2—9 50. 


>) по фрапдуаоки: ошЬНск; но ибмещкы; Маейрирове. 
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Теометрически очевидио, что каждая точка шаровой: позерхнооти 
есть учбиликь, ибо вов нормальныя сфченя суть больные круги. То же 
иожно получить и почощью счета. 

ДБйствихельно, дифференцируя 


= 


ар — 5 (2-е — 0 =0, 
заре оо, уь-че-9-0 
тие - дно, ра =0 
те =0, 


даходимь: 


й 1 
т. с. ураз. (8) выполиевы, и общее звачене трехъ откоттев! есть (- == 


Кром асимптотнческихь ливШ и лишй кривизны, имфемъ еше 
одиу систему замйчательныхт, кривыхъ нь поворхности,-такь называю” 
МЫЯ 1е0дезичесяя лиши, 0 которыхъ необходимо упомянуть. 


$ 23. Геодезнчесвзя линь, 


Геодезическая лини поверхности суть тв ея ливи, для каждой точки 
которыхь выпрямляющею плоскостью является пзоскость, касательная къ 
поверхности въ этой уочк%, и воторыхъ главныя кормали совпадалоть поэтому 
въ нормалями къ поверхности, или еще иначе: хоторыхъ соприкасающаяся 
нлоскость перпендикулярна въ касахельной лзоскости новерхвости. 

Посдфднее опредфдеше ближе указываеть. на основное свойство 
теодезическихь зинй— то суть диши, во вофхь точкахъ которых 190- 
дезическая кривизна равна нудю. Тавъ но О. Ворпе! называють взедея- 
ное г. Мидлиголь выражен! 


5031 
В’ 


тдё В — радусь 1-ой вривизвы кривой и #— утодъ соприкасающейся 
плоскости кривой съ касательной плоскостью поверхности, 
Если ураввене поверхности возьмент, какъ и выше, 


=/(#, и), 


то приведенное выше опредфлене даеть: 


а) 
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и, сяфдовалельно; ‘уравнены 1, 1; 3} $6: 


тво | 
. ит ново } @) 
перепишутся: . „о. 
ре--а-—2—0. {8} 
рига) фу у) 4) 


Послвдиее уравнене палишенъ въ видф:опредёянтея: 


Ра 
у 
пух 
Умножая члены перваго стоябия на р, второго на 4 в вычитая 
сумму изъ членовъ третьято столба, получимъ: . 


гу гов 
2 


, | ра (1-7) 
и гр | 
Но производная ‘оть{3) даетъ: 
ира’ ау фуга ау 4? 
Я такимъ образомь опредёлитель принимаеть видъ: 
|219 —@ф"'-еНЬ | 
ху [о |=0, 
пай | 


что по расирымя даеть: 


= (ие 25ру- 3) (ру-— 97) —Ч-- р? Ф) (РУ 92), 
По умножени на 93 получимъ: 
о ае-- зву ++ 497) (оду — вах) —(1--27|- ) (@24у — аут). 


Это дифференшальное уравнеме 2-го порядка между 2 и у, про- 
интегрировавъ которое ‘опредфаииъ цилиндры, вырёзаюлие на поверх- 
ности ел геодезичесвя лиши, уравнеменъ, зависящимь оть двухь про- 
завольныхь постоянныхь. Можно поэтому провести геодезическую зннйю 
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черезь любую точку поверхности, тахъ чтобы ея касательная нмфла опре- 
дфленное направленю; такимъ образомъ черезъ каждую точку проходить 
вообще пучекъ геодезичесвихь лин, 

Геодезичесыя лини замфчательны тфмъ, что онф представаяють 
(съ изнфстными ограниченями) кратчайшее разетояню между двуня т0ч- 
зами поверхности. Он представляють форму равновфойя тяжелой, гибкой 
и нерастяжимой нити, лежащей на поверхности. Есди точка движется 
10 поверхности безъ трея и безъ ускорительной силы, то ока описы- 
ваеть геодезическую дин. 

Этя свойстве геодезическихь лин доказываются въ соотьфтствую- 
щихь тлавахь варащюннаго исчисаеня и механики, 


Нривизна поверхностей. 


$ 24. Кривизна ли, проведенныхь а поверхноети. 


Индикатриса Дюпена позволяеть характеризовать поверхность 
вблизи ея обыкновенной точки помощью типа сфченй, паразлезьныхь 
касательной плоскости. Чтобы дополнить эту характеристику, разомот- 
римъ, какую кривизну имфють въ точкё поверхности различныя, про- 
веденныя черезъ нев на поверхности, кривыя. При этомъ сначала п9- 
хажемт, что достаточно разсматривать только плосыя кривыя (теор. ТП, 
затфыъ, что изъ плосвихь сфчев:й досталозно разсматрявать хяшь нор- 
мальныя (т.е. образованныя плоскостями, проходящими черезъ пормаль 
къ поверхности) (теор. 1), я посл этого обратимся въ изученю кри- 
вазны посл®даихъ. 

Теорема |. Аривизна (первая) какой-нибудь кривой, проведенной 
на данной повертности черезь обыкновенную ел точку, одинакова въ этой 
точкь съ кривизною плоской кривой, по которой повертность перестка- 
етея соприкасающейся плоскостью первой кривой. 

Пусть 

8=Нх, и) (1) 


данная поверхность я (2, у, 2) --еЯ обыкновенная точка, Пусть черезъ 
(=, у, 2) проходить кривая, которая на ХОУ проэктируется но кривой: 


У=Ф(®); 
для точекъ ея 2 есть фувкщя отъ 5: 


==, (8), 
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`такъ что .! 
ера, © 
И 28 -|- + у, 


коэффищенты уравненёя соприкасающейся плоскости кривой изобразятся: 
Ану 2) ру, 
Вим, 8) 
б=и. - 


Чтобы отличить точки илоскаго сфчешя, означимъ ихъ координаты 
ХУ, 2; онВ опредфлятся уравнешями: 


2-х, Г) (г) 
АХ) ВР 02—10, [о 


тд 4, В, С вмфють зналеншя (3). 
Производная по Х оть (Г') и (4) даеть для точки (1, у, 2): 


И =р-Еа! (5) 
Иез ВУЗа" 6) 
(и Г) у) Ру (И —рфч7)=0 [© 
РЕ и Ту (7—9) =0. {7} 
Съ помощью двухь перныхъ послёды?я два приводятся 5Ъ виду 
УЕ) 2+ 4) =0 (6) 
Уи -У ви) =0. (1) 
Первое даетъ , 
Уфу, 
если 
я 2-40, (8) 
и тогда 2-06 даеть 
у=Е. 


Но вели такъ, то въ силу {5), (5') и (2) имфемъ 
2, и. 


Такамъ. образомъ въ точЕф (г, у, 2) одвнавовыя знвченыя ямюгь, 
первые и вторыя пронаводныя и дя кривой дволвой вризизаы и дя 
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свзешя ся соприкасающейся плоскостью поверхности. Но выражене 
для радуса первой кривизяы 


да а 

тури 

только отъ производиняъ 1-готи 2-го порядка и зависить. Поэтому ра- 
аусы кривизны дя той и другой кривой одинаковы, что и т. д. 


Что касастся усховя (8), то оно выдлнеть асимптотическия лан, 
для которыхь, какъ мы видёли, 


(5) 


Уи о. (30) 


Дая нихъ соприкасающеюся ‘паоскоотью будеть касалельная идос- 
ость, а эта послфдвяя, кавъ было доказано, переефкаеть поверхность 
по кривой, инфюжщей-вЪъ точк6 прикосвовезя особенную тозку. Касалель- 
ныя въ этой точкВ и будуть касательными къ соотевтотвеннымть асим- 
птотическимь лиНямъ; дфйствительно, уравнен!е {6') для Зенмитотичесвихь 
лин ‘въ силу (10) зковлетворится, в 9) даеть 


7-28 7’-- ро 
что выфст% съ (10) и даеть 


У’. 

Но ук" не равны, а слфдовательно, не равны и В: 
2 -=41" (11), такъ что прикосновене асимитотической хим съ кривой, 
до которой ея соприкасающаяся плоскость. пересфкаать поверхность, бдеть 
вообще только 1-го порядка (У. М. Че 1в бопглег!е). Связь между раму- 
бами кривизны двухъ кривыхь однеко и`въ этомъ случа очень проста. 
Дифференцируя (1') три раза, имфемъ для точки. (т, у, 4). асныптотиче- 
ской лини 

К Зи-- Зву 36 |- в) Е"=-0, 


дифференцироване же (10) доставить для той же точки 
ЕЕ зу Зту- пу 6) у =0, 


Итакъ при $ -- "+0 должно быть 3 У”— 2", а саёдовательно, въ 
силу {11} в 3227. Отеюда радфуеь кривизны‘ аеимптотической 
лан равень двумь третямь рабуса кривизны съченя поверхности ея 
хасательною плоскостью въ точкь прикосновешя (ВеЙтвии). Во всякомъ 
случай цеучеше кривизвы тмий, проводямыхь на’ поверхности ` черезъ, 
данную оя точку, сводится къ изучению кривизны плоскихь ея сёченй. 
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Теорема В (Мёнье). Вели черезь одну и ту же прямую, каввтельную къ 
поверхности, провести дать плоскости, одну проходящую черезь нормаль, 
и друзую, Овлающую сз первой ‘уюль ф, то радёуеь кривизны наклон- 
назо снченя есть проокигя рафуса кривизны нормальнао спчещя на эту 
плоскость, 

и © = 8.503 Ф. 


Пусть М. точка, наклоннаго очен, безконечно бянзкая къ 0,— ев 
можно считать также принадлежамею кругу кривизны. этого сёчешя 
вЪ точЕЁ 0. Опуская изъ № перпенликуларь МРона кбоолельную пло- 
скоеть и 110 на касательную пря- 
мую, изь ирямоугольнаго треуголь- 
вика М Ро (вълоторомъугольО МР. 
равенъ ф,- углу, служащему м$- 
рою двуграннаго утда между лао- 
скостями 200 и №09} инфень: 


р 


— МО. 6039. 


Ели ОК—Маметръ круга кри- 
визны разсматриваемаго сфчешя, 
перпендикулярный къ 09, то изъ 
подобия трёугольниковь ОКМ и 
‘ОМ пмфемтъ: 


ме _ом 
ом 9к* 


Означая о—радусъ кривиз- 
ны и считая безконечно - малую 
хорлу ОМ равною безконечно-малой дугё 45 между ТВия же точками, 
найденъ: 


Зерт. 46, 


и. слЪдовательно, 


Но мы уже выводихи выражеше для длины периендикуляра на 
касательную плоскость (отбрасывая безконочно малыя высшвхъ порядковъ): 
реле ниш: ^ 
ИН УГЕРЕЯ 
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Такияъ’ образом» .. 


1 и вгу | 63 р 
зе. УТЕРЕ. 

Здфеь ан у’ ознэчають косинусы угловъ касазельной въ О съ 
осями ОХ и ОУ. Если поэтому проведемъ черезъ эту касательную и 
нормаль пзоскость; то ляя полученнаго сфчвня ту 8, 1, 9.’ соравять 
ТВ. же значення; но о‘замфвится черезъ В, я 0. 

Закямъ образом 


нову ра а 
Я УРРитР 

и 

олфдовалельно 


$ 25. Тлазныя пормильных ‘очен я. 


Мы пока не дВяали никакихь предиоложенй о выбор бистемы 
воординать. Првмемъ теперь точку поверхиости за начало координать, 
касательную плоскость ва плоскость ХОУ. Тогда для начала координать 


Ч: ‹ 


р=49=0,- 
и (12) даеть 


603а, У ща, ^#'==0л 


туча Зв сова па яв (17) 


или, есаи ввестя- зш2а и ©0824, 
ГЕИ . 1 
Е=50 о &)- о 2 + 2 (7—6) 08 2е. 


Съ изыфнещемъ «, т.е. при вращени сфкущей плоскости около 
нормали, значене В м%Ъняется. Наибольшее или наименьшее значене В 
получить дая &«, выполняющего уравноню 


© == 28008.26 — (п— к) а За , 


—19-— 


т. в. при 
350 


и = 
с 2а = 


(3) 


Для а такимт обравомь получаем два зказен!я: ви шт, — 


ибо « опредьяено по тантенсу двойного угла, 
Переписываенъ (12'} подъ видомъ: 


1 1 т 
==5 @ + & + 5008 28 (250.18 2а + ю— 1) == 


= : бо) + 603 2а Не 5) 


: я 
Но соотвфтетвенно двумъ зназенямъ & и «и <052а прини- 


маеть два значеныя 

ОНИ ®—& й 
Уна Ув -ьу 
Такимъ образомъ 


рекочниянои] 
а + о-в | 


=== 


64) 


Одно звачене будеть наибольнимъ, другое — наимевьшимь, ДФй- 
ствительно, 2-я производная 


1 и. 
= [22а + 5—6) сова 2 оз за МО ЬХ 
4), | "—6 
принимаеть тоть нлн другой знакт, смотря ` по тому, какой знахъ при- 
дать 0324. 

Эти наибольший и навменьшй ражусь кривизны пззываются з4ав- 
хыми радишами кривизны для точки поверхности, & соотвфтствующя 
нормадьныя сёчензя-—злавными нормальными съчевями. 


Сравнивая формулу (13) съ (6) $ 21, заключаемт: 
Теорема №. Раправленя касательных, соотвътствующихь цавнымь 


пормальнымь соменёямь, совнадаюту сз направденнии осей инбиказнрием 


Дюявна. 
Олфловательно, липы. кривизны имтють сеонии. хасателными. ха- 


сательныя злавныхь нормальныхь спченйй. 
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Если за оси ОХ и ОУ (пока произвольныя по направленво) взять 
именно эти направлен!я осей ‘ивдикатрисы, то увавнеше ивдикатрисы 
приметъ видъ 

та ау-т, ибо я =0 


и уравкеню (13) дасть 


182 =0 
т. е. 


л 
%— 0, =. 


СоотвБтетвующя значешя по (9): . 


и такимъ образомъ 


Такова связь между рашусомъ какого-нибудь нормальнаго офченя 
и ралусами главныхь нормальныхъ сфчешй. 
Пусть В фамуеъ кривизны для офченя, перпендикулярнаго къ 
первому: |: . 
1 1 


1 
ое ие - = 608? 
я еее. 


Складывая: пояучаемъ;.. вок аеы 


1 1 1 1 Е 
ВВ де 
Отсюда: 

Теорема !У (Эйлера). Сумма миръ кривизны двуту взанмно-пернен- 
дикулярныхь нормальныть спченй равна суммь мтрь кривизны мавныхе 
пормальныхь спченй. ": 

Велвчина 


фитурирующея въ (15), называется среднею кривизною. 
Если эта величина равна нузю, то главные радусы` кривизны 
равны по величин, во направлены ‘въ -противоположныя стороны. 
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$. 26, Поверхность: центровь кривизны...’ .. 


Координаты центра кривизны одного изъ главвыхь нормальныхь 


сЁченй суть 


Х. 


и друтого: 


Соотвфтотвенно каждой точкЁ поверхности получимъ двф. точки-- 
два дентра кривизны. Когда топка описываеть данную поверхность, этя 
точаи опасывають другую поверхиость, состоящую изъ двухъ полостей 
и называсмую мовберхиостью центров кривизны, или центральной по- 
вержностью, или эволютою данпой поверхности. 

Въ точвахъ округлевя деф полости смыкаются между собою. 

Въ частныхь случаяхь эволюта поверхности можеть сводиться 
однако къ кризымъ лищямъ и даже отдльнымт точкамъ. "Гакъ, въ шар5 
вся поверхность центровъ сводится къ одной точёф--къ его центру. 

Въ поверхности вращеня каждая нормаль ветрёчаеть ось вращеня 
{ся. далЪе), ноэтому одна изъ плоскостей поверхности центровъ сводится 
въ оси вращешя. Другая полость образуется вращешемъ около той же 
оси эволюты мериданальной кривой поверхности. 

Ловерхности трубчатыя,— образуемыя перелесещемь круга, кото- 
раго центръ перем щается по кривой 


&=Ф(), ч=ф(®, 6=2), 
& паоскость остается перпендикузярной къ этой кривой 
евр у-уеребефт-о, га-дто-атге-9 90 


одною изъ полостей центральной ловерхности кыЪюТЬ кривую 


#=(=), п, =. 
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$ 37. Геометрическое мВето. крутовъ кривизны. норяальныхь 
сЪченй. 


Пусть снова плоскость ХОУ есть касательная плоскость въ по- 
верхности 
==, 9, (1 


и начало координатъ--точка поверхности. 
Возьиемъ какое нябудь кормальное сёчеше плоскостью 


у=тх. 


Соотвётетвующий кругь кривизны опредфдится уравнешемь (2} и 
уравненемъ 
ду? (а — В В 
тд8 


= — то 608? а -|- 2% созазта ца (если ше = м) 
я вт 
> {т 
Такимъ образомъ 
и 2241 + т) 


Хак Я 
уж те 


суть уравнешя круга кривизны. Изыфняя тж, какъ геометрическое исто 
этихь круговъ, получижь позерхность 4-го порядка: 


Рае) ай Зари ый) — Зейн) == 0. 


Вь этой поверхности ось 2-овъ (нормаль“ЕЪ (1) ябщиефен дЕбиною 
зиней. 


$ 28. Другой епособъ нахожденя главныхь норжальныхь ефченЕй, 


Возвращаемся въ общему выражению (9) для мБры кривизны нор- 
мальнаго сфченя. Коли обозявчинь каз и ране. @, В, у восивусм 
углояъ касательной къ кривой съ осями ОХ, ОУ, ОЙ, то имфемъ диф- 
ференцируя уравнене 


2=1@, 9), 1) 


Боторому должна удовлетворять каждая точка кривой, лежащей на этой 
поаерхности: - 
О=ра-- 4—7. (16) 
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Это слфдуеть также изъ нерпендикулярности касательной къ Бри- 
вой съ нормалью къ поверхности. Подотавлия это значеще у въ ©о- 
отношене 


в 1, 


цолучимъ 
22 (11-22) + За8р-- 1-1. ат) 


Тавимъ образомъ разысканю главныхь нормальныхь офченй сво- 
дится къ нахожденю шахиини-пирот выражения: 


1 га? + 260 


Е Ире 
если а я @ связаны услошемъ (17). Для этого нужно, по лавфстиому 
правилу, искать тахиоит-шопаот 


Фи, в) = на зар -- 1 — Ка ар) рав + #149], 
считая а и А независиными,—такимт, образомь получаем 
5 Фа 8 — К (1-21) -- 8.29] =0. {18) 


=а-- 9 — К[ а. 4+8 (1--9*)] =0. 09) 


вонь вара 


Умножая (18) на «, (19) ча В и екмадывая, получинъ съ по- 
мошью (17): 
тоя-|- 2308 | *— К-=0, 
т. в. К ееть значене, пробрфтаемое 
ха? | Звар 


при а и 2, удовлетворяющихь (18) и (19), иди, иными словами, Е несть 
искомое наибольшее иди изименьшее значене 


таз 23а -- #9°. 
Такимъ образонъ 
о уя 1— к Е 
К-к. ИТЕР-Ф, в р УЕ ©) 


Самыя & н.д панъ не нужны. Дан вычисленя К эвыфтимъ, 4 
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(18): ж (19)! разсматриваемыя ‘кевъ” уравленя ‘для; В; иогуть быть 
совыфетны лишь при: К ‘вынелняющемь услове в 


= 7—К (1) 8-7 К 24 @) 
| К. 24 ки -|- 9) 
Производя перенноженшя и расположив по степенямъ А, найдемъ: 


кие -ко а во т ЦЕН #0. (22) 


Вводя сюда виёото К его выражеше через» в но (20), получимъ 
уравкене ` у 
Е р . 1+ 
ау). т—Ра+®) ом ныи ЕЕ 
Да —=0; : 


корни котораго В, и ПД, и суть главные ражусы кривизны: 


$ 29. Средпяя кривизна. Иннимальныя новерхиости. 
По свойству корней квадралтнаго уравнение язь. {23}: 


—_ 7-4) — 28а На 2) 
Е, +; к= ПР то 


= (24) 
Величина у 


1/1 1 

(ия). 

какъ упомянуто выше, называется срёднею кризизяом: - 
Причина тавого назващя понятна: на основани теоремы Эйлера 

($ 25) величина эта представляеть среднее ариометическое иёрь ври- 

зизны вобхъ нормальныхь сётенй въ точке (ту. Шо (24) позерх- 


вости, для которыхъ эта величина равна нулю, удовлетворяютъ диффе- 
ренщальному уравнея!о: 


7+ 2) — 284 Р-р 


которое въ тавихт поверхностяхь выполняется вефии точками. 
Поверхности эти называются мниимальными. Еще Тэатапев при- 
шель къ уравненно (26) рёшая задачу: провести черезъ данную кривую 
поверхность, площадь воторой была бы наиненьшею. Въ’опытахъ Р1а{еза 
и др. тая поверхности осушествяяются экспериментально съ помощью жид- 
вихъ плевокъ, въ силу поверхностнато натаженя приявмающихь форну 
поверхностей съ нанменьшею илощадью при данномъ контурв. Такимъ 
обравомь. средняя кривизна имфетъ значеню- для математической физнхи: 


6 . (25) 


, 
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Примфры минимальныхь поверхностей: 

у 
>. 
притомъэтоединотвенная минимальная поверхность лннейчотная (Е.Сайа] ат}, 


1) Обыкновенная винтовая поверхность (геликоидь) 2 == ахойу 


2) Катеноидь— поверхность, получаемая вращешемь пиной лини 
а, 
512 е 
Н +”) 
около оси 3-0ВЪ; притомъ это единственная минимальная поверхность 
зращеныя (Мепзиег). 
., еозах 
3) Минимальная поверхность Зенегк’а: -вазаи 
ву 

Дхя данной поверхности 2==/(р, у} (1) (ве мивимальной) (26) 
опредфляеть па поверхпости (1) хривую, +0 вефхьъ точкахь которой сред- 
няя кривизна равна нулю и, стало быть, радусы кривизны главныхъ 
пормальныхь сёченй равны по величин, но направлены въ противопо- 


ложныя стороны. 
Манимальный поверхности-частный случай зовертностей поетаяи- 


ной средней кривизны, которыя опредБаяются уравнешекь: 


2 (1-4?) — 2ра8 + а?) 
ати 600} = а. 


Е 


$ 30. Полная или Гауссова кривизна. 


Произнедене корней уравненя (23) равно: 
1 
вв аи)“ 

Эта величина называется нолною или Гауссовой кривизной. Если 
эта величина положительна, то радусы вривизны-—одного знака н, сл$- 
довательно, направлены въ одну сторону. То же самое значен® ныфеть 
Гаусеова кривизна и для другой стороны поверхноетн (тогда только оба 
радгуса В, и В, изыБнають знакъ на обратный). Тавъ какъ для этого 
должно быть #—5?>0, то мы получаем другое значеше классифи- 
каши, основанной на разсматрёни индиватрисы Дюицена: в: элмпиниме- 
ской точкь поверхноети Гауссова привизна положительна, 

Если вк <. то главные ражусы противоцоложныхь звзковЪ, 
тлавные деятры кривизны (центры круговъ кривизны тлавныхь нормаль» 


выхь сфченй} лежать по разныя стороны засательной плоскостя. 
0 


„Зювисит Имахел», Харьк. ужиье; 
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Тотда должно быть ›#—3' < 0: очка ззтерболимеская иметь 
отрицательную Гаусвову кривизну. 

Нели, наконець, 7} — 33 =0, одинъ изъ радусовъ кривизны обра- 
вается въ со. 

_Вз параболицесной точать повержности Гауссова кривизна равна нулю. 

Параболичесыя точки поверхности образують ка ней, вообще то- 
воря, кривую линю,— пересёчен!® новерхяости 2==/(х, у} съ иоверх- 
ностью — *—0. 

Эта лиШя называется зераболическою мичей поверхностя, Въ ея 

. жочкахь Гауссова кривизна равна нулю, и она отдфляеть тЁ частя по- 
зерхноети, въ хоторыхь Гауссова кривизна положительна, оть тЬхь, г 
она отрицательна. 

Если въ каждой точк® поверхности эЁ — 5—0, т.е. если каждая 
точка параболическая. Гауссова, кривизна равна во ВОЪХЪ точкахъ нулю. 
ТакЕя поверхности называются поверхностями нулевой привизны. КакЪъ 
увидижъ далве, это суть развертывающяся поверхности. 

Если Гауссова кривизна во вевхь точкахь поверхности положи- 
тельна, (стало быть всё точки эллиптичесвя), то поверхность будетъ 
поверхностью положительной кривизны. 

Такь, для эллипеонда 


яэРы+а=1, о зятя т: 


пр, и (71—57). 28 до .# 
в |] 


стало быть #—8>0. 


Если во вофхь точкахь Гауссова кривизна отрицательна, всё точки 
будуть гилерболичесыя, поверхность будеть поверхностью отрицательной 
кривизны. Въ особенности эти назван я примфияются тамъ, гд кривизна 
(Тауссова) во всфхъ точкахъ поверхностей одинакова не только но знаку, 
но и по величин$. Тая поверхности называются новерхноетями пюсто- 
днной хривизны, Оп удовлетворяют уравненю 


я — 
а-тР-р) 


Значеше Гауссовой кривизны ддя характеристики поверхности 
выясняется изъ теоремы (Гауесова „Шеогета евтевнил“): пры изиибанн 
поверхности ел полная кривизна остается безъ нэмтнен: 


=. 
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$ 31. Наложеще и изтибане поверхностей, 
Если даны двф ловерхиости 
2=1%, у) и = Ра, у), 


отнесенныя къ одной н той же систем прямоутольныхь координать, то 
мы товоримтъ, что одна поверхность накладывается на друтую, если 
между точками одной и точками другой можно установить такую связь, 
что всякой кривой, лежащей на одной поверхности, будеть соотвфтст- 
возать на лрутой кривая той же динны. Такъ накладываются одиз на 
другую каждыя дв плоскости, двф сферы одпнаковато радруса. Но по- 
мимо такото наложешя тожественныхь поверхностей, различающяхся 
только положешемь въ пространств, могугь быть накладываемы одва 
на другую и различныя по зиду поверхности; плоскость (которую пред- 
ставляемъ себф гибкою и нерастяжимою) можеть быть свернута въ трубку, 
иди навига на прямой круговой цилиндръ. или на конусъ. Вели изъ по- 
верхностн шара вырфжехь двумя плоскостями большихь вруговъ двух- 
стороннивъ и соединимт полукруги, служеще его границами, то полу- 
чешная поверхность такова. что накладывается на поверхность взятаго 
сначала шара. При этомъ наложене сопровождается изибанеме поверх- 
ности безъ разрывовь и скхадокъ, такъ что ни одна линЯ, расположенная 
ка поверхности, не удлиняется и не укорачивается. Длины дин! не изу#- 
мяютея; слфдовательно, дифферонщалы дуги должны быть равны. 

Допустимь, что взаимное положеше цонерхностей таково, что с0- 
отвфтотвенными будуть В точки, которыхь координаты х, у одинаковы. 

Элемевтъ дуги 

д — ат вая, 
если кривая лежитъ на поверхности то 
Че: раз ау, 

43? — (1--2*} 42? - зроагау -- (1-9) 4 


дая второй поверхности пусть 
4: — Ра -- у 
такъ что соотвфтственный эземеять 
а (1 Ра + 2РАатау — (1+ Фа. 
Они должны быть равны при всёхе #, У; сэздовательно должны 
существовать равенства 
ТР 2р4 = 229 1+0 


и потому 


1+6, 


изъ когорыхь слФдуеть 


Но Гауссова кривизна, зависить только оть р’, 9?, 58 и 2ё, слвдо- 
залельно для такихь двухъ поверхностей она одинакова. Такниъ образочть 
если деть поверхности накладываются одна на друцрю, то изъ Гауовова кри- 
визно 65 воотвтииетвенныхь точкать одинакова. Тоже самое иыфетъ мфето 
и по отношению къ такимъ двумъ поверхностямъ, изъ которыхъ одва 
есть результатьъ ивгибаня другой, что и доказываеть справедливость 
зытелриведенной теоремы Гаусса. Но обратное звключене ве иметь 
ифета: въ соотвётетвенныхь точкахъ двухъ поверхностей Гауссова жря- 
визна можеть быть одинакова, но дифференшалы дуги могуть быть раз- 
анчны, и потому новерхности не будуть наложины одна на пругую. Тамъ 
{принфръ \Узпеегига) позерхиость, полученная вращежемъ логариеники 


22 == 108 (4-1), 


и обыкновенная винтовая поверхность 
р у 
В = пуб 1аПЕ в 


Гзуссову кривизну имфють одинаковую (отрицательную) 


1 
ии 
но дифференщаль дуги иорвой поверхности 


К= 


я 2 |} Злуажду и 
Е М 
з на второй: 
а ря 2лу4х4у =? 
а а у рр з. 
, [оу Ноя, 
заАсь 
2=9 9=-Р. 
Откуда 


т=5, 3=—Л=Р, |1 
1-Е + =1+ Ф-- 22 
и—и= НР $. 


и слёдовательно, 
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$ 32. Огибающая семейства поверхностей, зависящаго отъ двухъ 
параметровъ, 
Уравнеше 

Ре, 2, в, В =0, (1) 
14$ ан Б—два произвольныхь параметра, опредфляеть семейства, поверх- 
ностей 1). Какая-пибудь ловерхность а, В семейства соотв тствующая 
значещямъ @, 6 параметровъ, пересфкается съ безконечно - блязкою 
поверхностью того же семейства 


Я, у, 2, 4-44. 5+8 =0 а 


по кривой, при опредфлеши которой можно (1') съ помощью (1} замЕ- 


пить черезъ 
ОР, у, 2, а ма, БГ) аа -- 


+в, у, 2. а-- ма, 5--646) 4. 


ВеВ эти поверхности въ предфлё проходятъ, каково бы ни было 
отношен!е да: 4, черезъ точки, которыя удовлетворають (1) и уравненямъ: 


О, у, 2. а, 6), О-В (т, у, 2, а, 8), (2) 


и которыя называютъ характеристическими точками. Ихъ теометричес- 


кое мфсто называется отибающей семейства (1). 
Теорема: Каждал изь поверхиостей семейства (1} касиетея в5 та- 


рактериетимевкихь точкахь ©5 отнбающей. 

Дьйствительно, изъ (2) можно найти ан б въ фунвщи (2, у, 2) 
и подставить о=ф(т, у, 2), Вт, у, 2) въ (1). Результать и 
будеть уравнене огибающей. Если (20, №, 25} есть ея харажтеристи- 
ческая точка, то для нея (2) дадугь соотвфтетвенно значемя 4% и 5 


зараметровь а и $, такъ что 
4 ==Ф(%, %, 20), = (що, №, 29. 
Касательная къ поверхности (1), соотвётетвующей этимъ зизченямт 
от ь Рег. щ, 50, 
въ точкВ (2%, У, 20) инфеть своимъ уравнешену: 
(Ро) С Св) Рф) = 
(Ру Еж, №. д, бо, в) НТ. д. 


`` 5 вав уразноме содержать один параметрь, ово опредфалеть 
стей, если параметровь въ уразневйн двд пезавиенмыта, то 052, п вообще 
зависть оть п параметров, то оно- опредбаить 00® шоворинотой, 


{3} 


1% 


05! воверхио- 
‚ если уразнене 
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Аля огибающей касатольная будетъ 


и Е ИХЬ-® Е Ра РЕБ 


й 


Ее в.а ВИКО, 


что 6ъ помощью (1} приводится къ виду 
ЕЮ РЕ-УЕИ 90, [О 


тиф аиф должны быть замфяены черезь физ. Но дли точки (2%. 90. 20) 
фи принимаютъ значеня 4 и %, и, слфдовательно, (4) обращается 
жъ (3). 

Касательная плоскость огибающей и поверхностн семьи въ харак- 
теристической точкф будеть одна и та же. 

Призожене теор огибающихь предетавляеть теорема: яоверлность 
(ыВото точекь) можеть быть разематриваема, какь отибающая ея каса- 
зпельныхь плоскостей. 


Для развертывающихся поверхностей мы это уже имфли. Въ уравнени: 
в +2 =0, 5) 


р, @ на суть фунющи 2, у. Огибающая поотому опредфлится (5) и 
‘услонями 


х(Х—я) + з(У-У р-р =0 шав г(Х я) 1 (У —0 
(Хх ЕЦУ-)— 19-0 изи з(Х—я)--ЦУ-у=0. 


{6} 


Если 7Ё — 97 +0 {в при г — 5—0 поверхность будеть разверты- 
варщеюся, Бакъ увидимъ далфе), то изъ (6) сяфлуеть: Хех; У=у, 
т. е. хоравтеристическою точкою будеть па каждой изъ касательныхь 
плоскостей (5) именно точка прикосновеня. 

Иногда въ уравнев!е семьи поверхностей входить не дна пара- 
метра, между собою независимыхь, атри иди болфе, связанныхь между 
собою столькими соотношен ями, что независимыми остаются два. Этоть 
сяучай разрышастся такъ же, какъ и аналогичный случай плоскихь 
кривыхъ. . 

Возьмемъ дзя простоты случай трехъ паражетровъ, связанныхь од- 
нимъ соотношешемъ: 


Ри, у, 2, а, Ъ, в) =0, (1) 
$ (а, 6, в) =0. * (1) 
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По предыдущему должно быть: 


ЕЕ и =0, (8) 
„ % 
ВТО, ®) 


де 66 
при чемъ а "5 опредёляются изт, уравнев1й: 


р 98 
Фед == 0 (10) 
и: 86 
ФФ: р —0 (11) 
Исключая отсюда 9 и 9 получимъ два я: 
3 уд. а, у’ два уравненя: 
Г. Р.. Ф.О, (12) 
Р,.ф.—Е. 9 =0, (13) 


остается искаючить в), с изъ (1), (7'), (12) и (13). 

Но очень Часто лучше поступать такъ: множимъ (10) и (11) на не- 
опредфяенный множитель 2 и склудываемт, соотвфтственно съ (8) н (9); 
получимъ: 


„ 21 р 
. В+ 90, [5 
„ и. 96 ри др 5 
ВЕ у и д =0. (15) 
Произвольностью д воспользуемся, чтобы обратить въ © козф- 
. де 96 
фящеять при 9а и %’ т. е. положинмъ: 


Е =0. (16) 
Тогда (14) и (15). приводятся въ; 
ВЕРНО, БАН, ат) 
и изъ пати уравнений: (7), (7', (16) и (17) искзючимь @, у, сид. 
Это равносильно тому, что беренъ частныя производных пд а, 5, с, 


хажъ независинымъ перемфянымъ, оть Р-- 2, приравниваемъ ихъ нулю 
и вдобавокъ разсматраваемъ. (7) и {7’). 
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Примфръ 1) Найти отибающую плоскостей 


если параллелепиледь, построенный на а, $, с, имфеть постоянный о6ъ- 
емъ аб = 4“. 
Замънивъ послфдиее условное уравнене другимъ: 
Ва-- В. ве —389=0 


имЪемъ для опредзленя огибающей: 


откуда 


Уравнеше огибающей: 


292 = 93. 


2} Шаръ 2 у =? = 20ж--Зйу 274 (а, 8, у—вехичины дан- 
ныя) пересфкается съ другимь шаромъ, проходящимь черезъ начало 
координать и имфющимъ свой цевтрь на эллицсоидё 


я ит а 
атити=1- 
Найти поверхность, огибаемую радикальными плоскостями этихъ шарозт,. 
3) Оси двухъ концентрическихь эляннсоидовь нуфють одинаковое 
заправлене. Показать что осибающая подярныхь плоскостей точевл, 
вифшняго элдицеоида относительно внутренняго есть ‘трейй эллилсовдъ, 
коядентрическй съ двузя первыми, й 
4) Найти отибающую донцентрическихь эллипсондовъ 


уг 
Рита! 


въ которыхъ параллеленипедъ, построенный на осяхъ, сохранять посто- 
яЕный объемь. 
5) Огибающья плоскостей 
ыы Н # ы . 
ео ева 
5016с0з$ ^ Чабатф — 5050 
всть поверхность 27^-|- у’ ав (Мо зепноняю). 
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6) Огибающая плоскостей #-- ту иг--а, гдб Тр т, в связаны 
уравненями }- тр н=0, В м2 2 1 есть циаивдръ 


(уе — 24 (у 23а. 


Нъноторые частные типы поверхностей и ихъ 
дифФеренщальныя уравненЯя. 


$ 33. Поверхности вращеня. 


Поверхность, образуехья вращешемъ плоской кривой около оси, 
лежащей въ ея плоскости, называется поверхностью вращенн. Образу- 
ющая кривая носить назван мериданной кривой. Каждая точка, послЁд- 
ней опясываеть при вращев!н параллельный крузь, касательная въ каж- 
до точкф котораго перпендикулярна къ проходищей черезъ точку пло- 
скости соотвфтотвеннаго положейя мериданной кривой. Нормаль послфд- 
ней пернендикулярна поэтому къ касалельной параллельнато круга, а, 
сафдовательно, и БЪ касательной плоскости поверхности, т. е. будеть 
нормалью къ поверхности. Поэтому нормаль поверхиости вращеная ветрт- 
чаеть ея осъ вращеная, 

олв ось вращевя прияята за ось Фовъ, то услоше встрёчи 
пормалл 
а) 


съ осью И-овь будеть: 
РЕ, ве ву дд =0. {2) 


Если уравненя оси вращен 
Х—_ У 


В т 


{3) 


то услоше пересёченя прямыхъ (1) и (3) ванишется, ванъ услоше в0#- 
уфотвости уровненй (1) н (3), из, озкачая т общее значее трехъ от- 
ношенй въ (1), а 6—-тоже во (2), усдове совыфотности 


Х=м = -а 
. 
У=иу=ие--ь 


= таже е. 
И т 
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Это услоше будетъ: 


в уфаев 
р 4—1 =0 (4 
11 т в | 


или въ развернутомъ вид: 
(#—@ (4) Ут -9(-Ю-0. 65) 


Кь тому же уравнешю (2) придемтъ, еслн замётимт, что привявъ 
ось вращешя за ось 2-овъ, а въ плоскости мерижавной кривой систему 
осей 02 в ОШ, вмфемь: 


= и + 


Отсюда 


пли по раздфленн 


в 
имо 


что и приводить снова къ (2). 


$ 34. Ковичесыя поверхности, 
Поверхность, огибаемая плоскостями: 
ие а Фу е—9-0. (1) 


проходящими через неподвижную точку {а, $, 6} п зависящими оть 
одного параметра «, вазывается коническою. Ея уравнеше получится, 
сели исключимъ © изЪ (1) и изъ ето производной по параметру в: 


ие —-д=0. {2) 


Характеристики суть прямыя, проходвиця черезъ точку (а, 8, )— 
вершину конической поверхности. Дифференцируемтъ (1), считая въ нем 
параметръ а функщей (2, 9), опредлевной уравненемтъ {2),— получимъ: 


в--р р --Е че в)] и =0, 


о ие рео- и (#—щ=0; 
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<ъ помощью (2) эти уравневя приводятся къ виду: 
и--ир-=0, ++ 4-0. 
Виося эти значешя м но въ (1) и сокращая на м, получимъ: 
ера —0—8-0, {3} 


искомое дифференщальное уравнене. 
Замфтимъ еше, что раздёляя (1} и (2) на (2-е) и рёшая въ от- 


‚ 2а У 
ношент —— я’, долучимъ 
2—в 2—в 


{® 


изъ которато дифференцированемь по хи 10 У можно тавже получить 
(3). Умножая на 2—6, получимъ уравнеще однородное отиосительно 
(8 —а), у— 0), (2-е). Если вершину нринить за начало коордикатъ, 
то (3} приметь видъ 

2—р7—4=0, 


дифференщальное уравнев! коничесвихь поверхностей, ичфющихь вер- 
шину въ началь координать, Соотвфтотвенное конечное уравнене 


«(;, Я 


а’я 


Здфеь Ф совершенно произвольная функщя двухъ аргументовъ, 
допускающая по нимь ироизводныя. 


$ 35. Цилиндричесв!я иоверхности. 


Если плоскости 


перово) «+600, а) 
подчинены условю—быть параллельными давной прямой 
#_#_ 2 
тв? 


т м те-- по = 0; {2} 
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Это услове будеть: 


жа уфе! 
р « 150 4 
| в | 


или въ развернутомь видё: 


{«— о-ва и— 0. (5) 


Кь тому же уравненшо (2) придемъ, если замфтимъ, что прикязЪ 
ось вращеня ва ось 2-овъ, а въ плоскости мерижанной кризой систему 
осей 02 и ОП, иыфемь: 


= и 
Отсюда = 
Г Гу 
и 
ни я „в 
ж— т, 5-9, 
или по раздфлены 
Г) Ра 
из у’ 


что и приводить снова къ (2). 


$34. Боничесыя поверхности. 
Поверхность, отибаемая плоскостами: 
м (а) + ув ед 0, 4) 


прохолящини черезъ неподвижную точву (а, №, с) и зависящими отъ 
одного параметра «, называется коническою. Ея уравнене получится, 
если исключимт в изъ (1) н взъ ето нроизводеой но параметру а: 


ши -теи--н'фд=0. (2) 


Характеристики суть прямыя, проходяния черезъ точку {а, 8, )— 
вершину конической поверхяости. Дифференнируемъ (1), считая въ немъ 
параметръ « функщей (х, у), опредьаевкой уравненемъ {2), получиме: 


реа ии че =о, 
ера ие 2—6], =0; 
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съ помощью (3) эти уравнев!я приводятся въ ниду: 
и юр=0, э-н9=0. 
Внося эти значеня хи ф въ (1) и сокращая ва 20, получныъ: 
@——ре—®—90—6=0, (3) 


нскомое диффоревщальное уравнсве. 
Замфтимъ още, что раздёляя (1) и (2} ва 9 и рёшая въ ог- 


а 
ношени —— и -——, ПОЛУЧИМЪ 
2—а 2—6 
з—а у 
с, = == С 
=, тов. 


Исключая изъ двухт уравненй а, получинъ 


«(= 0, 4) 


2—6’ 2—с 


изъ которато дяфференциронанемь пох и по у можно тавже получить 
(3). Умножая на 2—6, получимъ уравнеше однородное относительно 
.(#—а), (9—5), #—е). Евли вершину пранять за качало коордвиатъ, 
то (3) приметь видъ 

2—р2— 4—0, 
дифференщальное ураннене коническихь поверхностей, инёющихь вер- 
шину въ началв координалть. Соотвфтотвенное конечное уравнеше 


(;. = 
22 

Здесь Ф совершенно произвольная функщя двухъ аргументовъ, 
допускающая по нимъ ироизводныя. 


$ 85. Цилиндричесвя поверхности. 


Если плоскоетя 


н@з-о(фу- о (®=-+6(®) {0 


подчинены условно—быть параллельными данной прямой 


то ить —0; [2 
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° преднолагая, что *==0, умножая (1) на в, н вычитая изъ ного {2), 
умноженное на 2, получим 


(их В) ь(ву— тг) +160. (7) 
Исключая & изъ (1'} и изъ уравяешя: 
' (их — Ву (пу — 2) -- 16! —0, {3) 
позучимъ орибающу, характеристики которой суть праныя 
е—в=$(@®, пу—т=ф(@ & 


параллельныя прамой (2). 
Дифференцируемъ (1’) по хи по у, считая, что « есть функшя 
(«, у), опредьленная {3); визенъ: 


м (и) — отр -- ви (а ви (ту фт 16] --0, 
в. --5 (и — #0) - а [и би. — 9) у — т) в]. 


Съ помощью (3} эти уравнешя приводятся къ виду: 


ии —р)—в.тр=0, — и. отд =0, 


исключая изъ которыхъ в и в получимт; 


и а—по—тр.и=0, 
ли 

в(п-- № — #4) =0, 
или, отбрасывая в +0: 


з— №— #4 =0. 6) 
Если бы направляющую прямую задали уравнежями: 
я=иг, У тг, 
то дифференщалькое урзвкене было бы 
1=ир-- 24. (5) 


Конечное уравиене пизннлрическихь поверхностей получим ис- 
ключая а изъ (4), что доставить: 


Фиг — В, зв) 0, 


исключая изъ котораго дифференцироващемь произвольную функцию Ф, 
ирижан бы къ тому же уравненйю {5). 
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$ 36. Развертываюнияея поверхности, 


Обращаемся къ общему случаю развертывающихся поверхностей, 
опредфляемыхь, какъ вилЁли выше ($ 12), урэвнешями 

ие фут @®.+о@=9, |) 

ша" фу о (в) ---6(®==0. (2) 


Дифференцировае пох и по у (1)-то даетъ 


(а) -- ро (в) -- а, ен (а) -- уг (в) - 20' (а) -|- 6'(@)} =0. 
о (а) -- 465 (в) -- в, [ви (в) + (а) -|- 20 (@) -- 6' (@)} ==0. 
Съ помощью (2) эти уравнешя сводятся въ: 
и(о-Ере о, «(ада ==0. 
Исключая изъ двухт урззненй в, получимъ: 
ФФ, 9=0, 8) 


содержащее еще произвольную функнию Ф. Дифферевнируя скоза пох 
и по у получинъ: 


откуда 


Два изрвыя отвошевя даютъ: 
и 82 =0, (4) 
искомое дифференщельное уравневе развертывающихея поверхностей. 


Оно иоказываеть, что вс» точки развертывкощейся повержноети вуть 
параболичеекя. Гаувова кривизна в5 каждой точкь развертывающейся 


поверхноети равна нулю. 
Если примемъ 


то придемъ къ случаю дилиидрическихь поверхностей; дВИств., тогда 


т и5, ЗЕ, 


слфдовательно, 
гах -|- вау == т (в42 -|- Чу), 4р = "44 
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то всть р- 14 == — уравненю, только видомъ отличное оть выше по- 
плученнаго дифференщальнаго уравненя цилиидрическихь поверхностей. 
Для коничесвихь поверхностей 


а[@—4) —ре—2)—19—и] = 


т, е. 

{—поар + (9—)ар—0 (пбо 2 = раз -- 949), 
что при произвольномъ # даеть: 

{Е —зти—8=0, #— 8 (уф) 0 
и, слёд., 


$ 37. Линойчатыя поверхиоехи. 


Линейчатьми поверхностями называются тая поверхносгя, кото- 
рыя могуть быть образованы движенень прямой лини, совертающимся 
непрерыввымъ образомъ по нфвоторому опредфленному закону. Таковы, 
валримфръ, хоническл поверхности, описываеныя прямой, проходящей 
зерезъ неподвижную точку и опирающфяея на неподвижную кривую; 
унлинорическя, —вотла вс прямых параллельны между собою (т. в. котла, 
вершина удаляется вь безконечность); таковы новерхностиь 2-ой етепени— 
однополый гиперболоидь и гиперболическй параболоидъ: 1-я образуется 
прямыми, опирающиниея на три данныя прямыя; 2-я прямыми. опираю- 
щимяся на двЁ данкыя и паравлельными данной ллоскостя (т. в. опи- 
рающимися ва ея безконечно- удаленную прямую}. Таковы, навонець, 
развертывающяся поверхности, образуемыя движенемъ прямой, которая 
остается касательной къ иёкоторой =рияой двоякой кривизны. 

Развертываюнняея доворхности представляють только частный слу- 
чай зинейчатыхь поверхностей, ибо въ нихъ двф сосфиыя пряныя,— 
вакъ сосбдыя васательныя къ ребру возврата, перескаются. Вообще 
же двб сосфдыя образующя лищейчатой поверхности не пересёкаются, 
какъ въ упомянутомт случа линейчатыхь поверхностей 2-то порядка, 


8Ъ которыхь прямоливейныя образуюнця одной системы между собою 
ве пересЪкаются. 
'Уранненя 
2—0 -а 
| @ 


у— 62-5 
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тд а, В.аиф суть функши одного параметра 8, опредёляюгь не одну 
прямую, а безчисленное ихъ множество. Исключая изъ двухъ уравней 
этоть параметръ, получимъ одно соотношене межлу т, у, 2, 


Фу, )=0, {2) 


которое опредфлить поверхность, на которой лежить каждая изъ прямыхъ, 
опредфляемыхь уравнемяни (1) при всякомъ значени парамстра 8. По- 
этому (1) можно съ тфыъ же правомт считать уравневями хинейчатой 
поверхности въ параметрической форм: 


= (ве а(н), 

уве ь--Ь, 
. &=ь, 
если положить въ (1) в-=и, х==е, чтобы привести уравнешя 11) хъ 
принятой параметрической фори%. 

Постараемся исключить входянйя въ (1) четыре произвольный 
фувещи оть в. (На саможь дВЕЁ ИХЪ тОлЬБо три,—ибо одинъ изъ че- 
тырехъ козффищентовь можно нринать аа 6). Для этого будешь диф- 
ференцировать (1) пох и №0 у, считая въ нихъ в опредёленнымь въ 
фунющи 2, у 10 второму изъ уравнеюй (1); получимъ: 

рые) 
о=е-+кев-+в) @0 
Ча, 8) {т 
15, (ив, 8). (ТУ) 


(8) 


Эти четыре уравненя позволяють исключить производныя в, ау, 
в, и % и приводять къ одному соотношению, ихъ не содержащему. Изъ 
уравненй (Три И) исключимь хе,-Р оу, изъ уравненй (1) и (1) 
исваючимь 8, -- 8, ‚ получимъ: 


ра в 


(4) 


) 


Тавихь образомъ 


Но если 4 6) 


то изъ (1) и (П) находамъ: 


а изъ (ПП) и (1У);. 


Такнмъ образомъ р и у суть фувещи в, —т. е. поверхность будет 
развертывающеюся въ случаф, если выполнено условие (6). 
Диффоренцируя уравиене (5) еще разъ по 2 и по у, получимь: 


Ват = (4, — 985)8,, . 
вЕ8= (&— 98,9. 
Раздфвяя ихъ одно на другое и замёняя го но (4') черезъь —2, 
получимъ: . ы 
в--г _ 
Ее, 
т. е. 
т 23в- 28° =0. {1) 


Остается продифферениировать еще разъ пох и по у, чтобы с0- 
ставить еще одно уравнене, содержащее 2, я тотда можно будеть ис- 
ключитЬ и эту произвольную фувешю. 

Обозначимь, какъ и яыше ($ 18) 


90% д —_ _ 982 — 4 ы 
0 дд’ дбу ду д 
93= 5 _ 


де ду т" 


Дифференцируя (7) 10 хи 10 у, нолучимъ: 


Ка тд — 0, (288 -- 2188), 
тв ив, (258, -- ЗВ). 


1) Есла 


5 
зертывающанся. 


В В 
то во мы Г В Но тощо повертаость рпз- 


— 161 — 


Раздёляя одно нз другое и замфняя 9 по` (4") черезъ (— В), 
8 


нифомъ: я 
ИЕ _ 
рати = в, 
или . 
ВЕ Зи? | пд == 0. (7) 


Получеяныя такимъ образомъ уравненя (6) и (7) сддержать. уже 
только одну произвольную фуняцшю # параметра в. Искзючая и ес, ио- 
дучныь окончательное уравнея!е, которое распадается ка два, хинейлыхт, 
относительно произяодныхь 8-го порядка, съ коэффищентами— степенями 
корней (6), т. е. функями производныхъ 2-то порядка. 

Самое исключене довольно сложно, пбзтому обыкновенно этого ис- 
ваючения не пронзводять. Окончательный резужьтать жожво одяйко пред- 
ставить въ довольно симмотричномъ видф, воли замфтать, что, тает какъ 
развертывающяся поверхности--частный случай низейчатыхт, то диф- 
ференщезвьное уравнене посяёднихт, дозжно удовлетворяться въ силу 
уравневнй 


р 9 
ы а 2 
я—7 0, 5 (1—0, 


ДЬйствительно, если означимъ: р = —- 5%, то искомое уравнене 


можеть быть изображено: ы 
г Ё 


бт бв о | 

, . 964 0: 
>) +ь} 82. дд в в. (8) 
й з= бу у ина | 
ду буду 


Опредфлитель въ правой части также обращается въ 0 при Р=0. 


$ 38. Нъкоторыя свойства линейчатыхь поверхностей. Стрик- 
щониая лин, 


Уравнения (6) и (?) донускають геометрическое истолкование, 
Положинъ: 
зал эзакау -|- 4? 0, (6') 


хазя-- заду {+ Зтазауй-+ ндуй == 0. (2) 


Первое есть дифференщальное уравнеше аснмитотическихь дин, 
и мы приходямъ къ нему, опредёляя т главный васательныя, для ко- 


„Зьзиста Икжвгат, Харьк. Увизер." п 
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торыхь перпендикуляръ изъ точви. (-- 42, у Чу, 2- 42) на кава- 
тельную плоскость’ воть безконечно махая не 2-го, а 3-го порядка, Этоть, 
порпендивуляръ своею главною частью имфеть: 


1 К. 31. аду -- Зт . 4х ду -- пдуз 
1.2.3 Ура 


а, слёдовательно, при выполневи (7’) и эти члены выпадають, такъ 
что порпендикуляръ ототь будетъ безконечно налая не 3-го, а 4-20 по- 
рядка относительно 4х, ду. 

На произнольно взятой нозерхности не во всякой точек (6') и (7) 
совыёстны и дають значеня 4у/ 42, и, слёдовательно, (8) не тожест- 
венно удовлетворяется, но ибедставяяеть уравнеше между хи у, опре- 
дфляющее цилиндръ, который нырфззетъ на поверхности кривую. Вдоль 
этой кривой касательныя имфють съ поверхностью прикосковеше 3-го 
порядка. Въ случа же, если {8) удовлетворяется при всякихь хиу 
(когда имфемъ поверхность линейчатую), 70 всяхая. точка. поверхности 
обладаеть зтъьмь свойствомь, что въ каждой зночкь одиа изъ ед злав- 
ныхь касательныхгь имтеть съ поверхностью прикосновеще З-ю порядка. 

Вернемся къ уравневямт (3) 

Исключая #/ и °,, наЙдемъ: 


аа" 


У ® 


(здфеь производныя берутся по параметру 6}. 
Подставляя вт общее уравнене касательной плоскости: 


Эри (—2-0, 
получинъ: 


= —(-Эее 


)— [8 Х—2) — (Уи (аз), 


или съ помощью (Е); 


0=(2—«Х— а) (=) — Хата). 


Если точка перемфщается по образующей, то значене параметра 6 
не изыниется, а язмфияется только 2; касательная плоскость враша- 
ется около этой образующей. 

Плоскость касательная будеть одинакова дав вофхъ точевь одной 


и т0й же обравующей только при вв. 
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При этомъ, кавь видфли имше, динейчетая поверхность есть раа- 
вортывающаяся, 
Пусть еб" — ва’ +0. 


Примехлъ производящую за ось ОХ. Соотвётетвенныя значешя 
коэффищентовь а=а=В-ь-—0. 
Уравнен касательной плоскости: 
ве) — Уша-а) о. 
Уравяен!е нормали въ точкахь одной н той же образующей: 
Х—х У 


—@:—в 


Исключая отсюда х, находим: 
УХ Х а) =0.. 
нормали кз линейчатой повержиоети въ точкать одной и той же обра- 


зующей образують зиперболическй поариболоидь (НасвеНе. 1832), 
Если ф — моль касалельной плоскости съ плоскостью ХОУ, то: 


Для другой точки `(э:) соотвтствующЕй уголь пусть у; по извфот- 
ной формулВ дая тангенса разности углов: 
—_ ера {ва -- о) ея ра (ва) 
НОЯ ааа О) 
(а (ев) 
Вер") рава авары" 


Знамеватель не зависить оть 2, если 


и тогда: (а я 5 
(2) (а в’ — в) 
Ватра") а тЫ 
т. в. 


выл -р. УМЫ 


{т м не зависить оть 2), если 2, соотвфтствуеть точ 4 и 2— т0ч- 
к& М. Тэковъ завонь измфнены угла у. —®, открытый М. Свазез‘емтъ: 
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паменсь ула касательной плоскости, проходящей черезь данную образу- 
ющую липейчетой поверхности, возрастаеть пропорцтонально разетоя- 
иво точки прикосновения оть точки +7. Отсюда заключаемъ: касатель- 
ныя плоскости къ зинейчатой поверхности въ точкахь одной и той же 
образующей образуютъ пучекъ плоскостей, проэвтивный точечному ряду 
ихъ точекъ прикосновеня. Ковффищенть д яазмвается параметромь 
распредьлешн. Точка, «) называется центральною точкою образующей. 
Мы приходныъ къ пей тавше резсматривая касательную плоскость, пер- 
пендикулярную &ъЪ той, которой точка прикосновеня есть безконечио- 
удаленная точка образующей. Чтобы получить эту послёднюю плоскость, 
дфлимт уравнен!е касатезьной ва х и полатаемь х= оо. Получимь: 


28' — Ув' 


Условв перпендикулярности 


дааа в) = 


этой плоскости съ касалельною плоскостью, соотвфуствующей х == 
даеть для 2, снова значен!е (10). 


При такомъ опредфлени центральной точки можно вычислить вы- 
ражене дазя м и не принимая образующую за ось ОХ. 


Общее выражеше параметра распредфленя 


в - @'2—|- (@8'— Ва" 
(у —68'0) Па?” 

Совершенно инымъ образомъ придемъ къ цевтральной точк%, раз- 
сматривая прямую кратчайшее разстояя!е двухъ безконенно-блязкихъ 
образующихт.. 

Образтющая Г” -безконечно-близкая къ принятой за ось ОХ, ко- 
торую означимь В, ныфеть уравненя: 


Е— Хаа аа, У= Хав-- 4. 


Общ перпендикулярь къ Ри О’ проэктируется. на плоскость ОУ 
по прямой, нериендикуляркой къ прозкщя О’ на зу же плоскость. 
Ураввеые этой проэкщи №’: 


2=—й у, ` 
& 
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веть въ тоже время уравненйе илоскости, проходятией черезъ ОХ (т. в. 2) 
и пересфкаощей 1’ въ точь: 


— в’ 
и, паи Х(аЗ-- В -а- (еа'- 6%), 


т.е. въ центральной точк®, которая такиыь образомъ есть зиочки встрьни 
еь П’ прямой, перпендикулярной и Л и къ О'— иль ратчайтаю раз- 
стояня, На каждой образующей есть одна центральная точка. 

Въ развертывающейся поверхности дв сосфдыйя образующия пере- 
свкаются, ихь кратчайшее разстояне равно нулю, и точка вотрёчи должна, 
разсматризаться, какъ центральная толка; иными словами: центральною 
точкою образующей развертынающейся поверхности является ея харак- 
тернстическая точка, Геометрическое мёсто цеятральвыхь точект, линей- 
чалой поверхности называется стрикщюнной меией. Чтобы вывести 0б- 
щее уравнене стрикщонной лини, вольмемъ уравневя прямозинейныхь 
образующихь въ болёе симметричномь вил: 


Ду 1-е 
т, = 


2 | 
ив [68 
зе | 


Безконечно блиакая образующая опредёлится уравненями 
Х—а—ае _ Ув Е —6— с 
а пи р 
Линя кралчайшато разстояня между этими прямыми опредфляется 
уравненями: 


| Х-а У-Ь 1—6 
: 2 Р. ® |, 
в’—т ода Ши 


Х—а-аё УЬ—Ье 2— 
о де ии ‚ | 
р--зи оА И 


Вторая плоскость пересфваеть первую иряную въ точкЪ, для кото- 
рой в опредблится уравненемъ: 


| 96 — в 
0=| 2446 пе ое 
| р’ ти" эго ды ых 
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Вычитая 2-ую строку, умноженную на 6, изъ 1-ой, сокращая по- 
томъ на (—е) и полагая въ предфл$ е=0, будемъ иубть: 


де--а 6 6-е 
0= й р ‚ 
ити оф" Зи 


такимъ образохъ: 


й К „ | 
0=в. | д Р м + 
| де—ер’ ор-оми дитя 
а" и с' 
+ 2 р > 


| 
| 
ви’ ФУ ый | 


Множитель при 6 есть: 


И — т (д — о’ (и ты] = 
Пе ма изо) — ОР ци т] 
савдоват. онъ равенъ 


арии), 


если 2, й, з суть косинусы прямой съ осями, ибо тогда. 42-1 и = 
и АР ии ту -—=0. Такимъ образомъ при этомъ 


й а ь е 
= арии. | # ито . 
лари: | | 
ее | Ум эм их | 


. . . 
Подотаваяя въ уравнеше образующей это значене с, получимъ 
воордиваты центральной точки: 


д. 
х- “рые (12) 
и. А ‚ 
арий 412) 
(17) 


тАВ 


А= А и ‚ . (18) 
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Прииёрь 1. Для поверхности 22-—у2==25 прямолннейныя обра- 
зующия мотуть быть опредфлены уравненями: , 


Стало быть: 


‚4 р 4 
ОЕ #7 бат, @ ат) 


ин 164390 16а : 
Е) Ван а И" 


Опредёлитель Д въ этомъ случа будеть: 


1 1 ©! | 1 00’ 
2 2 „= 2 —24+1=0 
тд за 0 | | и 00| 


Такимь образомъ 


прямолинейная образующая въ плоскости ХОР. 

Для второй системы прямодинейныхь образующихь стривщюнною 
лией будеть вторья прямолинейная образующая, лежащая въ п1о- 
скости ХОР. 

Примфръ 2, Прянолинейныя образующ однополато гиперболойда 
зращешя 

ви п _ й 


Та 2 


мотуть быть заданы уравиенями 


ТаБЪ 910 2—9? = 1, 


- @) 
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Уравнене для в занинютея: 


[о аи —с ! | 5 — си 
д= & —в8 ев | +56] в —® с п 
ае(ио’—ди') —аоы' а" | вебщи-ыр) вещ ай | 


ори а 
замфтивъ, что в =: Уи отбросивъ множитель ’ приведемь ото, 


по раскрытия опродённтелей, къ виду 


о==а (01-44) о — в (а-- а) в 
Ы 

ТАКЪ 116 6==—. 
и 


. ._ 2: ен # 
Поэтому для стривщенной лини ее д ви 2—0, 0 ть 


стрикщонною лишею гиперболонда вращещя будетъ его торховое свчене 
0, ира. 


Примвръ 3. Подобнымъ образомъ найдемъ, что стрикщонная лия 
однонохаго тилерболонда 
у 


ты 


г. 


опредфляется при сходныхь обозначещяхь уравненями 


1924-е) шо 
Е 


и сябдовательно, представхяеть пересфчен!е гиперболояда поверхностью 
УЕ (а? 51) Ха — 2] ав (5) 532, 


или поверхиостью 


ара ее са 
я т 
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$ 38. Приложене къ кривымт двоякой кривизны. 


Примфнямъ полученный выше общ результать къ теофи кривыхъ 
двоякой кривизны. Финормали кривой не пересфкаются. Ихъ совокуп- 
ность составляеть, слдоватольно, косую линейчатую поверхность. 

Пуеть образующая линейчатой поверхности есть бинормаль- ври- 
вой двоякой кривизвы. Тогда въ формулахъ (12), предыдущаго параграфа: 


ани, Ву, са; 


ва, Геи В, оду 


ы = 7=ь, 
ы $ а 
. , т ий тт а 
ди, ца “атх 
+ 2 Е в р а д 
такъ что уравнение для. а воть: 
11“ ву’ 
пли , 
е 
ср 


т.е. 6=0, и. сафдовательно, точка стрвкцюнной лини поверхности 
бинормален, соотвфтотвующая точкй (х, у, 2), н асть сама точка (х, у, 2). 

Итакъ: кривая двоякой кривизны есть стрикцюнная линёя линей- 
чатой поверхности —шометрическею мтета ея бннормалей. 

Касательная къ кривой перпендикулярна къ бинормали, Поэтому 
кривая двоякой кривизны является ортоюнильною траэкторей для пря- 
молинейныхь образующиль линейчатой поверхности бинормалей, на ко- 
торой она служить стриюмонною лишщей. 

Это не будетъ однако общимъ свойетвомъ стрикщонной тиши на 
произвольно заданной линейчатой поверхности. 

Действительно, косинусъ угла прямолинейной образующей ланей- 
чатой поверхности (11) $37 и ея стрикщонной лищи (12) $37 ямфеть 
числителемъь выражене 


Пенни) роту 


) + ит) ани =( 


а вы + 7) — 


аня) 


А 
( 2" 
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Въ случай линейчатой поверхности банормазей: л=0, д’ -и’--те" 
обращается въ да  иВ-- ту и слфдовательно тавже равно 0. 

Н8 вообще это зыражеше не равно нузю, и тавимъ образомъ 
кралчайшее разстояве между двумя безконечно-близкими образующими 
не составляеть элемента стрикщонной лишн, которая является хишь 
твометрическимь мфстомъ начальныхь (изн конечныхь точек} этихь 
кратчайшихь разстояний. 


$ 39. Теорема Воифиев. 


Тьже результаты можно получить еще иначе. Кратчайшее разсто- 
зе между двумя сосфлними образующими линейчатой поверхности, ©0- 
отвфтетяующими значенями в и 6 --46 параметра Ра 


вета, у-вить [6] 
2 = («дада + а--4а, у-= (8-48) 2--6--46 (и) 


по извфетвой формул аналитической геометрии выразится: 


| о 4 а 
9+1 в а |:У@а-+ 4) «6-48-42 483 
[1 248 ада] 
_ да. 48 — 4. да 
=+ У = 


Если захфиниъ злфсь приращевше Аа, 46... ихъ разложенмями 
ио степенямь 4 


, 1 1 
даем + ра" ай+... 
ит. д, то получижь въ знаменатель подь корнемъ 
082 [а'2-- '2-| («6'— В’) -- члены 3-го и высшихь порядковъ 


въ числитехь; 


да. 48—06. Ав — (8—8) 46 


("а -а' ва’ Ве) в 


ааа учет тие вн 


4+ Члены 5-то и высшихь порадвовъ. 


= иг = 


Здфсь козффишенть. члена 3-го порядка можно переписать 
ив фе! 
5 ) 


Таниюъ образомь: дая динейшетой повертноети кратчайшее раз- 
стоние между двумя бозконечио-близкими образующими есть вообще 
безконенно-мащая 1-ю порядка (числитель 2-го и знаменатель 1-го). Если 
же поверхность развертывающаяся, то аъ числител® ив только члеюь 
2-го порядка, но и членъ 3-го порядка вышадаеть, и слёдовательно, 9% 
безконвино-близкён образующея разчертывающейся поверхности переська- 
ютоя съ точностью д0 безконечно-мальть 3-0 порядка. 

Обращаемся въ члевамь 4-го порядка, чисантеля. Множитель при 4 


ета” ии а”) тая 2) 
съ помощью производной отъ коэффищента при 4%: 


ааа" ие" ие) 


можеть быть призеденъ ку виду: 


Я и 
Если поэтому уничтожается ве только членъ 3-го порядка, но и 
чяснъ 4-то порядка, то должно быть сверхъ а'8'— В'а’-— 0 еще 
а" Ма’—0. 


Но въ енлу а'8'— Ие-=0 


т.е. аа’, 9'=Ы и сяфдовательно, 


а ме На, РУКУ. 
Поэтому 


«ЕЕ (а — Р). 
Второе уразнене распадается такямъ. образомъ на два; 


Во-первыхъ — 
КО. = бов5 2” (1) 
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при этомъ иаъ д’ йа’, д’ ИВ’ сафдуеть а -- и РЕВ 
такъ что уравнене прямолинейной образующей линейчатой поверхности 
принимаоть видъ 

2 Иа &), 

у—№=5@-№; 


всключене отоюда в приведеть къ уравневно вида 


т, в. въ этомъ случа линейчатая поверхность есть коническая. 
Во-вторых можеть обращаться въ пуль второй мвожитель: 


аб’ Ба’ 0 2) 
аи и а’\! 
У==:т или |108;,| = 0 
ау (= 5) 
и слфдовательно а’-= С.5', а— С.В 41- С° та С и С’ дв произвольныхь 
постоянныхъ. Такъ вавъ кромВ того а'8'— а’ 0, тои в'- С.4', такъ 
‚ что «= 08 С". 
Внося эти значешя въ уравневе (1) образующей, долучимъ: 
8—={6.Ъ--6) 2+ 68-6 
ужа 
&= 0% |-8)-1 6=-- С° 
Т.е. независимо отъ значенй 9, координаты я, у, 2 связавы уравнешемъ 
с=. Су 02-Е С", 
вс образуюнця зежать вЪ илоекости и огибають слфдовательно н#ко- 
торую плоскую кривую. 

Мы приходимъ такныъ образомъ къ теорем Воидие: ели не 
только члены 1-0 и 9-0, но и члены 3-0 порядка въ выражюети для в 
обращаютщея въ нуль, то динейчатая поверхность или конувь или обра- 
зуетея прямыми, лежащими въ плоскости и очибающими плоскую кривую, 

Вырэжеше, стоящее въ знаменатедв 6, препорщонально сивусу 


утла между двумя образующими; если означимъ ето ф, то ограничиваясь 
членами 1-го порядка, нывемь 


эр Уве д. 
Тауят 


отоюда, 
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Для мадыхь 4, Ипф стало быть зеличина также безконечно-ма- 


тая и сафдоательно, зтф можеть быть замёнень черезъ ф. Отсюда 


ао ао) 
ха (98 — ба 
это есть нараметрь распредиленая. Для развертывающейся поверхности 
онъ обращается въ 0. 


{3} 


$ 40, Понят]я о системахъ прямыхъ, 


Ивучене линейчатыхя поверхностей въ томъ напранхена, которое 
здфсь коуфчело, вводить насъ въ ковую область-область линейчатой 
зеометры, въ которой за основной элементт, изъ котораго образуются 
вс фигуры, принимается не точка, какъ мы принимали до сихъ поръ, 
кладя въ основу систему прямоугольныхь или иныхъ координать, а 
прямая дитя, вакъ цфлое. 

Въ уравиемяхъь прямой 

ааа -ра | @) 
у— 97-5 


мы можемт принимать вов четыре. коэффищента ©, 2, @, Б независи- 
мыми и придавая имъ всевозможныя значент, получимъ всё пряныя 
пространст Каждый изъ четырехъь коэффищентовь принимаеть оо 
вейбетвенныхь зиаченй, каждое изъ которыхь можеть быть скомбяни- 
ровано съ каждымьъ изъ остальныхь трехъ. Говорятъ иоэтому, что въ 
пространотвв имфется о>* прямыхъ или что пространство, если за основ- 
ной оленеить принять прямую, икфеть четыре измтреная, является 
мнообрезмемь четыреть измьренй. 

Налагая ка коэффищенты а, а, #, ® (которые теперь можно счи- 
тать координатами 1) прямой) одно услове, т. е. предполагая, что эти 
коэффитенты связаны однимз уравненежъ 


Ре, а, 8, 6) =0, (2) 


ныфемт независимыхь только три, илн же моженъ выразить а; а, 4, В 
въ фувкым трехь нозависимыхь между собою параметров 6,, №, 8;. 
Подучимь с5* прямыхъ, образующяхь хомплекеь прямыхъ. 


*) Собогвенно въ ханейчатой геожеции за координаты примой прянимаютея ле 
летыре эта ведичаны, ® пять; а, а, ,Ь и а5 Зе о(а}; связанный между собою 
зравнешень второй отепони (а). Натая воквчина нохучится, вся состевиит травкене 
провещи прямой на плоскость гоу: пу — Веагаь — Ва. 
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Черезь каждую точку (т, у,2) пространства проходить безчислев- 
зов. множество (с0‘) принадлежащихь данному комиавьсу прямыхь, 1% 
уменно, которыя при данныхь т;.у, 2 удовлетворяють тремъ уразиен янь 
(1) в (2). Онё образують слёдовательно вфкоторую коническую поверх 
ность, которая называется поверхностью комплекса, принадлежащею точк 
{1, у, 2). Подобнымъ обравомъ, прямыя комплекса, лежануя въ данной 


иаоскости . 
Аз-- Ву @--В-—9, 8) 


дояжны быть таковы, что (3) ири замфн у 2 по (1) должно удовле- 
°творяться при всякомъ 2; т, е. должно быть 


д 88 -- Са 0 
РВ в — 


[6 


Тавижъ образомь эти прямыя должны выпольять три уравнешя 
(2) и (4} и тавихъ прямыхт, будетъ оо! онф огибаютъ н®которую пло- 
скую криную— кривую комплекса, принадлежащую плоекости (3). 

Есаи козффименты в, а, 8; Ь связаны двумя соотношении 


Бе, а, в, 0—0, Ка, а, В, В=0, {5} 


то мы можемъ взять произвольно только два, остальные уже будуть 
опредлены уравнешяне (5), или кожно к, а, Д, 6 выразить вт функщи 
двухъ независимыхь параметровъ. Получаемь ковфигурадю, состоящую 
изъ оо? прямыхъ н вазываемую хонруэнщей прамыхь: черезъ каждую 
точну проходить опредфленное число прямыхъ, которыхь коэффищенты 
с, а, а, 6 опродфлятея при данныхь х, у, 2 изъ четырехь уравненй 
(1) и (5), и конечное число прямыхь дежить въ каждой данной плос- 
кости—тв именно, которыя удовлетворяють уравнешамь (4} и {5). 

Наконець три соотношенщя между коэффищентами а, <, 4, 6 при- 
водать наст къ лвнейчатымь иоверхностямъ. 


$ 41. Конгруонце и, 


Обращаемся къ комруэниямь. Пусть въ уравненяхь образующей 


цооффищенты суть фуньти двухъ независимыхь параметровъ в и %. 
Если установить между и ивы нВкоторую зависимость, то получииъ 
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ифкоторую линейчатую поверхность. Это посяёдняя будеть по предыду- 
щему развертывающеюся, если установленная между 8, н в, зависимость 
такова, что а’В’—'а’—0, тлф производвыя берутся по тому параметру, 
который принятф за независимый, если расписать подробнфе, дозжно 
быть: 


(“ да ы Е ‚ 98 “) ( ‚де =) № г) о 


5 Ты 4% ож] мт, а, 


что представляеть дифференщальное уравнен!е вида 


в)" 4.\ | 
Ро (+ 


которое разлагавтея на два 


аъ _ у 
5, М 


=, 6%, 


Проинтегрировавь каждое изъ этихъ уравненй, получим натегразъ 
== (в, С) зависящй оть произвольной постоянной, которую можно но- 
добрать такъ, чтобы при 8,=0,° было == 60, т. е. интегралъ каждато 
изъ лвухъ дифферепщазльныхь уравнев!й (7) опредфляеть безконечвое мно- 
ество развертывающихся поверхностей, и черезь каждую прамую кон“ 
груэнщи проходять двф такяхь поверхности. Соотвётетвенно каждая 
прямая содержить дв точки, точки реборъ возврата той и другой раз- 
вертывающейся. Эти точки называютъ фокальными точками образующей, 
& няъ геометрическое чБото, соотвфтетвевно вефжъ образующимь кон- 
труэнции, есть нфкоторая новерхность, называемая фокальною поверхностью 
конгрузищя. 

Фокольныя точки образующей можно получить и не ивтегрируя 
уравненйя (7). ДВствительно, если взяли одну образующую (1), то без- 
конечно-близкая (1’) вотрёчаеть ее, если 


О—4а-- 4а, 0=2484- 46. 
Исключая отсюда х, мы и получимь услове 


`ав— = 


Жсли же напротивъ напишемъ хоэоффищенты при 24, и исключимъ 


& . . 
т, то получиьь уравнене, которому при данныхъ (,, & дояжна удовае- 
, . 
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творать воордияата д нстрёчи даухь послвдовалельныхь прямыхъ кон- 
трузвши, которыя -и будуть приэтомк образующими развертывающейся 


поверхноети. 
Имфемт; 
4% да да да\ в, 
ыы Нм) 
0906,09 %\ 
а Г 


4, 
Исключая отсюда в найдемт 
:. 


о [+24 96,98, (и, м) (08 
( 9, 08: ( 9 %) (: д" 95.) 08, 


Это уравнене второй стенеки относительно х и потому при какинхъ 
8,, & доставить два зналеня, — на наждой прямой конгруэиши опред®- 
лятся дв (фокальныхь) точки. Предполагая же 6, , в, перемфннымя, изъ 
трехъ уравяенй (1) и (8) можемъ исключить ихь и получиаь уравяоше 
теометрическаго мёета фокальныхъ точевъ- фокадьную Пювержность. Эта 
поверхность должна состоять изъ двухь полостой, онисыфиемыхь одва 
одною фокальною точвою, другая другою. 

Эта фокальная поверхность будеть содержать не одну только ха- 
рактеристяческую точку кавой-нибтдь развертывающейся, во и все ея 
ребро возврата, Дёйствительно, конгруэнши принадлежать всё пряныя 
каждой тавой развертывающейся, которыя суть въ тоже время касатель- 
ныя къ ея ребру возврата, в слфдовательно, каждая точка этой кривой 
явлнотся пересбчешемъ нЁкоторой прямой контруэнши съ безвонечно- 
близкой прямой той же повтрузнцт, т, в. будеть ея фокальною точкою 
и сяздовательно, должна принадлежать * теометрическому УВсту ЭТихЪ 
точекъ фокальной поверхности. М всякая прямая контрузищи касается 
двухъ полостей фокадьной поверхности. 

Пусть Ри Е" дв фокальныя точки ибкоторой образующей. Черезь 
лосфдвюю проходять двф плоскости ул 7’ касалельныя въ ирохо- 
дящихлъ через образующую развергывающимся и такихъ образомъ со- 
отвфтетвующия ея фокальнымь точкамъ. Илоскости эти называются 4о- 
хальными плоскостями. Можно убфдиться, что въ тоже время у есть 
касательная плоскость къ поверхности Х, геометрическому мфсту точкя 

зТ’ есть касательная кь Х--геожетрическому мфсту точки Р. ; 
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Действятельно, пусть прямая перенёщается, оставаясь касательной 
къ ребру возврата 1-0й развертывающейся, и слёловательно, кь Х; она 
при этомъ будеть постоянно касаться и №; точка прикосновещя ея съ 
2 опишеть на 2 кривую С’, проходящую черезъ Ё", но отличную отъ 
ребра возврата 2-ой раввертывающейся. Описанная прямою разверты- 
зающаяся будеть им®ть еъ Х дв общихь касательныхь,— касательную 
въ Ё” къ ребру возврата 2-ой развертывающейся и касательную въ №" 
въ С’, стало быть оф имфють общую касательную плоскость, которая 
будеть такимь образомъ соприкасающеюся илоскостью къ ребру возврата 
первой раявертывающейся и касательною плоскостью въ 2. 

. ели одна изъ плоскостей фокальной поверхностя вырождается въ 
кривую, то прямыя контрузнши будуть встрёчать эту кривую и касаться 
другой полости. Одною изъ развортывающихся будеть поэтому для 
каждой прямой контруэныи конусъ, касательный къ полости фокальной 
поверхности и имёюци вершину на кривой, къ которой привелась дру- 
тая ея полость. Если 06$ полости сводятся въ кривым зинымь, то 
`развертывающияся, © которыхь идеть рЪчь, будуть конусы, проходяцие — 
черезъ одну кривую и имфюнуе вершины на другой. 


$ 42. Конгрувиийх порналей ифкоторой понерхности. 


`Норкаль поверхности 2=={ (=, у) 


веть прямая, уравненя которой зависять оть двухъ параметровъ (х, у). 
Поэтому совокупность нормалей къ н®которой поверхности представляеть 
Заотный-ел энци прямыхъ. Т& развертываюнася поверхности, 


6 которыхъ говорилось в жди кимъ образом составляться 
кими нормадями, которыя п" еды 
Но мы видали (822), что точки, инфюцця ташя нормаля, обраёу 


поверхности лини кривизны. Тавимь образомъ, развертывающелся жон- 
зрузним нормалей нъкоторой поверхности, проходниия черезъ какую- 
нибудь нормаль, пересъкаютаь поверхность по ея дижямь кривизны. По 
свойству этижь посдтднить оиъ переськаютен под прямымь умомь. 
Фокальными пловкостямн служать плоскости мавныхь нормальныхь 


епченй. 
Наковець фокальною поверхностью является поверхность центровь 
кривизны злавныхь нормальных съченй (звомюта) поверхности. ро 
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пав если первую строчку умножить ва 4, придать 5о второй в 0% 
< вать затфиъ обще множители а: 
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"Сравнивъ эти выражешя съ уравнешяии $ 21, видимъ, что $ 

вальныя точки соврадають’ съ центрами кривизны гхавныхь норма 

ныхъ сфченй, и слфдовалельно, дВйствительно фокальною поверхнося 
ковгрузнщи нормалей данной воверхности являстся вя эволюта, . 

Но не всякая конгрузишя кожеть быть равсматриваема, какъ ко 

грузнщя нормалей нфкоторой поверхности: Для этого ‘неббходимо и х 


статочно, чтобы фоказьныя илосвости каждой прямой конгрузни вы 
ззанмно-цериевдикулярны. 


